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Esercizi

(1) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

2.2+ (2V3+6i)z2+1—+v3i=0.

(2) Risolvere la seguente equazione in campo complesso

((—1+i)z—1—i)2:(1+i)6.

224+ 212—1

(3) Risolvere la seguente equazione in campo complesso

(%—42’\/%)3: (1-i3v3)°.

(4) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

etr=—2—4.

(5) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

1 3
<e +z§) =1.

(6) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

e — 27 = /24 V2.

(7) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

(z4+4)5 = (2 — 4)°.



(8) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

etz =1 44,

(9) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

(2 4+3V3+i)2=2-231.

(10)

Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

(22 +1+2i)? = —18i.

(11)

Risolvere la seguente equazione in campo complesso:

(€ 4+ 4 — 4i)? = (ie” + 1),

12) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:
g q p p
(14+4)2°+ (4 +8i)2 +3+15i=0.
13) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:
g q p p
€% +2ie* +7T+8V3i=0.
14) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:
g q p p
2423 -iv3\° _
= = —8.
15) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:
g
e+ (2—-3i)—(14+3i)e*=0.
16) Risolvere la seguente equazione in campo complesso:
g q p p

(e +1-2V3i)’ = -8.



(17) Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie
< n"tnl

—~ (2n+1)!

(18) Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

X VnE+2n — n? + 2
VP +n+Vni+1

n=1

(19) Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

5 o (e (1))

n=1

(20) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

400
Z n?log(1 + n%).
n=1

(21) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R7,

nd +ne
n=1

(22) Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

— (=" 2 n
nzl m(a —da +2)".

(23) Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

+o0

n!(n+1)!
Z (2n)!

n=1

(24) Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

f ((n+1)1)*3



(25)

Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

f (n +2)"*2 .

c=  (2n)

(26)

Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

flo n?—n+2
& n2—n+1/,"

n=1

(27)

Studiare la convergenza e la assoluta convergenza della serie

io (1) \/3<1 - Cos(%)) |

n=1

(28)

Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

~+o0 n
3 1

E 4" arctan(—) <— — a2) ,

vt n 4

(29)

Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R,

= 5 (4fa)r

(30)

Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R

Sf(&-7a+®n
— n6n+2 '

(31)

Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R,

+oo a4+ 3"
Z an_|_afn'

n=1

(32)

Studiare la convergenza della seguente serie al variare di a € R,

400
Z (log(n® + n¥%) —log(n® + 1)).

n=0



(33) Sapendo che

1

sing =y — =y +oy'), per y — 0,
1 1

cosy:1—§y2+ﬂy4+o(y5), per y — 0,

calcolare

1 1
li .
220 ((cosx— 1)(4 + 2?) * 2z sinx+x4)

(34) Sapendo che

1 1, )
v1+y=1+§y—§y+0@), pery — 0,
calcolare
| 4+ 4 | A3 + 1
O O
, 8\ 12) %\
lim 1 .
Tr—r—+00 \/l’2+3—\/ﬂf2—|—2——
2x
(35) Sapendo che
1 Lo 2
v1+y=1+§y—§y+0@), pery — 0,
1
bﬂ1+y%=y—§y”+df% per y — 0,

calcolare

2

Vve2a? — 2z4 4 226 — exlog <e — x_)
e

.

e xlog(1 + 32%)

(36) Sapendo che

1 1

cosy:1—§y2+ﬂy4+o(y5), per y — 0,

1
e =1+y+3y +o(y), pery =0,
calcolare

. exp(2cosz — %) — €* + 2e2a?
lim
20 cos(2z) — exp(—2x2)



(37) Sapendo che

1 1
\3/1+y:1+§y—§y2+0(y2), pery — 0,
1
log(1 +y) =y — 5 v +o(y"), per y — 0,

calcolare

Y Vad+ 922 —x—3
im :
ot log(3 cosh(5z)) <log ( i :c) )

T _:1:+5

(38) Sapendo che

) 1
\/1+y:1+§y+0(y), per y — 0,

5 1
\/1+y:1+§y+0(y), per y — 0,

1
cosy:1—§y2+0(y3), pery — 0,

calcolare

sinh(4x) (log (sinh(2z)) + log2 — 220) (Va? + 322 — V/2? + 3x)

lim
r—r-+00

1
arctan(2z) log (cos —) (Vat + 2% — Va2 +4)
x

(39) Sapendo che

1
siny:y—6y3+0(y4), per y — 0,
. 1 3 4

smhy:y+6y +o(y"), pery — 0,
1 1
e =1+y+-y*+=y>+o(y?), per y — 0,

2 6

calcolare
sinh(e?* — 1) — sin(e* — 1)

lim .
2=0 cos(6z) log(1 + 2z) (V1 — 2? — 1)




(40) Sapendo che

1 I, 9
\/1+y:1+§y—§y +o(y%), per y — 0,
1 1
Vity=1+gy-5v" +o), per y — 0,
1
Cosy:1—§y2+o(y3), pery — 0,

calcolare

lim Va2 + 2a3 — a3 + 34

=0t /22 — 4x* — cos(3x2)

(41) Sapendo che

1 1, 9
v1+y=1+§y—§y+ﬁw), pery — 0,
3 1 1 2 2
\/1+y:1+§y—§y +o(y%), per y — 0,

calcolare

lim x(\/xﬁ + 4t — /a® +6x7) )

T—>+00

(42) Sapendo che

1 1, 9
v1+y=1+§y—§y+0@), per y — 0,
calcolare
lim :L’log(em2 + 63”3) ( Lo ! )
00 r+2 Va?+dx)

(43) Sapendo che

1 1
\/1+y:1+§y—§y2+0(y2), pery — 0,
1
sing =y — =y +oy'), per y — 0,

calcolare

. . +4 1
xglfoo(\/xﬁ + 425 + 62 — 2° — 227) (Sm(xx‘liﬂ) — ;) exp(6 + 3log ).



(44) Sapendo che

1
e’ =1+y+ 45y +oly), per y = 0,
1, 1 s
COShy:1+§y T oY +o(y’), pery — 0,
1 1, )
m=1+§y—§y +o(y”) pery — 0,

calcolare
exp(v/1 + 42?) — e cosh(2z)

200 (\/x4 + 225 — 206 — g2 — :E3) (cosh(ex) — cosh x) .

(45) Sapendo che

e =1+y+o(y), per y — 0,
1
10g(1+?/):?/—592+0(?/2), per y — 0,

calcolare

I 1 <x+1)+1 (SL’—l—l) ( x ) | (1+ $3)
v 2\ —exp{——F ) )lo xe ).
r——+00 & q;_|_2 T p SL’—|—2 p SL’—|—2 g

(46) Sapendo che

1
e/ =1+y+ 5y +oy’), per y — 0,
Cosyzl—ly2+iy4+o(y5) per y =0
2 24 ’ ;
1 1, )
m:1+§y_§y +0(y), pery_>0’

calcolare

lim (exp(2cos(2z)) — €?) (1 + V2% + 42° — e*) |
=0+ (y/cos(2x) — 1+ 22) (\/1+ cos(2x) — 1 + 22)




(47) Sapendo che

1
Siny:y—6y3+0(y4), per y — 0,
cosy=1—1y2+iy4+0(y5), per y — 0,
9 24
11, )
\/1+y:1+§y—§y +o(y), per y — 0,
1 3
(1+y)71/2=1—§y+§y2+0(y2), per y — 0,

calcolare

26 2
lim 14 16 ( < _ Ve ) (cos (sin(i)) — CoS (£
T—4-00 2 4+ 6 x T T

)

(48) Sapendo che

1 1, 9

\/1+y:1+§y—§y +o(y%), pery — 0,
1
siny =y — 2y’ +o(y"), per y — 0,
1, 3
ey:1+y+§y +o(y”), pery — 0,
calcolare
e sing — x

lim

a—0% e3% sin(v/2? + 623 ) — '

(49) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:
f(z) = |22° — 92| + 9z

(si richiede lo studio della convessita).

(50) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:
f(z) = arcsin |22 + 4z + 3|

(si richiede lo studio della convessita).

(51) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

f(z) =]z +5]—1eY".



(52) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

flz) =+/|2? —2z| —x

(si richiede lo studio della convessita).

(53) Studiare, nell'intersezione del suo dominio naturale con U'intervallo [—m, 7], la

funzione definita da:
- 1
f(z) = /|sinz| eXp<4sinx) .

(54) Studiare, nell'intersezione del suo dominio naturale con U'intervallo [—m, 7], la

funzione definita da:
2cos?r — 1

J(x) = —2tanz + sin(2z)

(si richiede lo studio della convessita).

(55) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

_SL’3+9SL’2
|

f(x)

(56) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

flx)=lzr+ 1|V +2.

(57) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

f(x):10g<1_x3fx2).

(58) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

f(x) = cos <arcsin (%)) :

(59) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

f(x) = Va2 +2x (2° — 4).

10



(60) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

3 — 2z

f@)=——%,

(si richiede lo studio della convessita).

(61) Studiare, nel suo dominio naturale, la funzione definita da:

1]

r— 2

fz) =

(62) Studiare, nell'intersezione del suo dominio naturale con U'intervallo [—m, 7], la

funzione definita da:
1
f(x) = y/sin’x — 5t sin z|sin z| .

(63) Studiare, nell’intersezione del suo dominio naturale con U'intervallo [—m, 7], la
funzione definita da:

(2sinz — 1)?

sinx

fx) =

(64) Studiare, nell'intersezione del suo dominio naturale con U'intervallo [—m, 7], la
funzione definita da:

1
f(z) = V2sin’z + sinz + .
V2sin’z + sinx

/4 T+ 3
—dx.
1 x(4x +3)

(65) Calcolare

(66) Calcolare

/2 log x
———dx.
1 3xz(log”z +4)

(67) Calcolare

™/2 §in x cos x
——dx.
o cosz+2

11



(68) Calcolare
/”/6 —2sinx +5cosw
20 —— 3
0 (5sinx + 2 cos x)
(69) Calcolare
/2 V=T
—dx.
1 x
(70) Calcolare
t1
/ 1 jz+l dz .
(71) Calcolare
2 _
T _ 3T
/ (r+1) ‘ ‘ 5 dx .
1 (e*+4+3e®)
(72) Calcolare
5
/ x2+ 3 A
s T +9
(73) Calcolare
1/2
/ (62 4 2) arcsinz dx .
0
(74) Calcolare
/1 x V14 8x? J
o 1+ 4x? v
(75) Calcolare
/1 coshz +4sinhx
o coshzx —sinhx v
(76) Calcolare
1 3
/ ’ dz .
o Vat+22% 42
(77) Calcolare

/1 coshz + 4sinh x
T .
0

coshz — sinh z

12



(78) Calcolare

2
/ arctan( xQ—l)dx.
V2

(79) Calcolare
dz .

/”/4 sinx + sinx cosx
0 —2cosx+ cosz sinx

(80) Calcolare

/”/3 sinx—QCosxd
— dx.
0

2sinx + cosx

13



Soluzioni

(1) L’equazione ¢ di secondo grado, per risolverla occorre innanzitutto calcolare
le radici quadrate del discriminante (che indichiamo con A ), o meglio, visto che nel
coefficiente del termine di primo grado si puo facilmente raccogliere il fattore 2, le
radici quadrate di A/4 .

Abbiamo

%:(\/g+3i)2—2(1—\/§z’):3+6\/§i—9—2+2\/§i:—8+8\/§i.

Per calcolare le radici quadrate di A/4 dobbiamo trovarne il modulo e un argomento.

4= Ve va) = ey (vB) — 1

Visto che A/4 ha parte reale negativa, un argomento e

Im(A/4 2
ﬂ+arctan%:7r+arctan —83 :ﬂ—arctan\/gzﬂ—g:§7r.

Percio le radici quadrate di A/4 sono:

27/3 21 /3
:E\/E(COS 7;/ +isin%/):i4<cosg+ising):i(2+2\/§i).

Le soluzioni dell’equazione sono quindi

—V3-3i—-2-23i 2++v3 2v3+3.
_ . i

—\/§—3iﬂ:(2+2\/§i)_ 9 - 9 9
2 —V3-3i+2+2vV3i 2—v3 2v3-3.
2 =T, Tt

(2)  Per risolvere I'equazione ¢ utile evitare di sviluppare il quadrato a primo mem-
bro. Questo puo essere fatto osservando che la sesta potenza e il quadrato di un
cubo, quindi ’equazione si puo riscrivere come uguaglianza tra potenze con esponenti
uguali. Otteniamo 1’equazione

((—1 +i)z— 1 ”)2 = (1 +1)%)°.

224+ 21z2—1

Poiché
(1443 =1+3i+3>+*=14+31 -3 —i=—-2+2i,

I’equazione equivale a

<<_1+¢)z—1—i)2: (=2 + 20)2.

224212 —1

14



Il numero complesso z e soluzione di questa equazione se e solo se e soluzione di una
delle seguenti equazioni

(—14+i)z—1—i

— 249
24221 T,
L
(=1+i)z -1
224 212—1

La prima equazione equivale, successivamente, a

(—1+i)z—1—i— (22 4+2iz—1)(—2+ 23)

=0

224+2iz—1 ’
(—1+9)z—1—i4+(2—-20)22+ (4i+4)z—24+2

2+2z2—1 -

(2—20)22 + (3+5i)z — 3+
, =0.
224+2iz—1
Il denominatore e il quadrato di z + 7, percio si annulla se e solo se z = —i.

Quindi z e soluzione se e solo se annulla il numeratore ed ¢ diverso da —¢ . Risolviamo
I’equazione

(2—-2i)2>+(3+5i)z2—3+i=0.
Il discriminante del polinomio di secondo grado di cui cerchiamo gli zeri e
A= (3+5)*—42—2i)(-3+i)=9+30i —25+24 — 8 —24i — 8 = —2i.

Poiché —2i ha modulo 2 e un suo argomento & (3/2)7, le sue radici quadrate sono

iﬁ(cos(gﬂ) —|—isin<g7r)) :i\/ﬁ(—%—i—i%) = +(—1+1).

Pertanto si ha
B —(345i) £ (—1+1)
B 2(2 — 2i) ’

percio vi sono le due soluzioni

4 -4 —2-2  (—2-20)(2+2i) —4—4i—4i+4 -8

= —1,

4—4i 2-2 |2 — 2i2 224 (=2)2 8
—2—-6i —-1-3i (-1-30)(2+2i)) —-2-2—6i+6 4—8i .
= = = — = — — 7.
4 — 43 2—2i |2 — 24| 22 4+ (—2)2 8 2
La soluzione z = —i va scartata perché, come visto sopra, annulla il denominatore.

In modo analogo si procede per risolvere la seconda equazione, cioe

(—14d)z—1—i
224+ 22—1

=22,

15



che e equivalente a

(—14+d)z—1—i— (22 +2iz—1)(2—2i)

242z 1 =0,
(—1+i)z—1—i—(2—2i)z2—(4@'—1—4)2—1—2—22’_0
22421z —1 ’
(—2+2i)22 — (5+3i)z+1—3i _0
224+ 22—1 '

Risolviamo I’equazione
(—242i)2> = (5+3i)2+1—-3i=0.
Il discriminante del trinomio e
A=(5+30)—4(-2+2i)(1—-3i)) =25+30i —9+8 — 245 — 8 — 24 = —24;
sappiamo che le radici quadrate di —2i sono +(—1 + i) e quindi I'equazione ha le
soluzioni

5430+ (—1+1)
2(=2+2i)

cioe

A+di 242 (2420)(-2-2) —4—4i—4i+4 -8

= —1,

—4+4i —2+2  |—-24+2i2 224(-2)2 8
6+ 2i 340 (3+i)(-2-2i)) —6—6i—2i+2 4+ 8i 1

= = = _— — = — — — 1
444 242 | — 2+ 2i)2 (—2)2 +22 8 2

La prima e da scartare, mentre la seconda e accettabile.
Quindi I'equazione ha le due soluzioni

(3)  Se due numeri complessi elevati al cubo sono uguali allora ognuno di essi e
uguali all’altro moltiplicato per una delle radici cubiche di 1. Le radici cubiche di 1

sSono

2k s 2k

= — m| —
T, = COS 37T 18 37r,
ro =cos0+isin0=1,
(7)o
ry =cos| —m ] +1281n

3

(57)« 1
9 = COS 57? + 281n

16

per k=0,1,2 e quindi

)
)
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Percio le soluzioni dell’equazione si ottengono risolvendo le tre equazioni
1 , .
= —i4V3=1-14i3V3,
1 1 3
— —idV3= (——+i£)(1—i3\/§),
z

2 2
é—m\/é: (—l—z§)(1—z3\/§)

Dalla prima equazione si ottiene
—idV3+1—i3V3=1+iV3,

da cui z* =1/(1+i+v/3). Determiniamo le radici quadrate di 1/(1+14+/3). Si ha

'1+1z'\/§': 12 1 (v3)? 2

eun argomento di 1/ (1 +1 \/§) & Popposto di un argomento di 14 v/3 , cioé Popposto
di arctan+/3 e quindi & —7/3. Percio si ha

z:i\/g(cos(—%)ﬂsm(—%)) — 4 % (?-Z%) :i<%—i2—i/§).

Dalla seconda equazione si ottiene

1 3 9
——24\/_+<——+2§)(1—i3\/§):i4\/§—§+i§+i f 5—4+z6\/_
da cui 22 = 1/(4+i6 \/5) . Determiniamo le radici quadrate di 1/(4+i6 \/3) . Siha

’4+z6\/_' (6\[) \/112—4

e un argomento di 1/(4 + 16 \/§) & lopposto di un argomento di 4 + i6 /3, cioe
I'opposto di arctan (6 \/§/4) , quindi — arctan(?) \/§/2) ; percio si ha

1 1 3vV3 A 3v3
z ==+ cos| — arctan —sin| — arctan .
/124 2 2 2 2

Infine dalla terza equazione si ottiene

1 1 1 3v/3
5 =iV3+ <—§—¢§> (1-i3V/3) :¢4J§—§—¢§+¢Tf—g = —5+i5V/3,

17



da cui 22 = 1/(—5 + 15 \/§) . Determiniamo le radici quadrate di 1/(—5 + 15 \/3) .
Si ha
1 1

1 = =
—5+¢5\/§\/(5)2+(5\/§)2 10

mentre un argomento di 1/(—5—1—@'5 \/§) & I'opposto di un argomento di —5+i5+/3,
cioe 'opposto di arctan(—B \/5/5) — 7, quindi (4/3); percio si ha

1 2 (2 1 1 V3
z ==+ To(cos(gﬂ)+151n<§7r)_j: E<_§+Z7)_

<_2;ﬁ+i2ﬁ_o)'

Percio '’equazione ha le sei soluzioni

(\/5 1 )
z=x(——-—1—%],
22 242
i( 1 (1 . 3%) 1 ,(1 . 3\/5))
Z = —— COS| — arctan — 1 SIn|{ — arctan s
V124 2 2 V124 2 2

Z:i(zjﬁ_%ﬁ_o)'

(4)  Per le proprieta dell’esponenziale complesso, se €'/ = —2 — i allora 1/z ha
parte reale uguale a log|—2 — i| e coefficiente dell'immaginario uguale a uno degli
argomenti di —2—4. Siha |2 —i| =+/5 eun argomento di —2—i & arctan2+,
quindi gli argomenti di tale numero sono i numeri reali della forma arctan 24 (2k+1)7
con k € Z. Percio

1
~ =log V5 + (arctan2 + (2k + 1)7)1,
z

quindi si hanno le soluzioni

1 log v/5 — (arctanQ + (2k + l)ﬂ)i
z= = ,
log v/5 + (arctan2 + (2k + 1)7)i (log \/5)2 + (arctan2 + (2k + 1)7?)2

qualunque sia k € Z.

(5) Se z ¢ soluzione dell’equazione, allora e* + (i/2) ¢ una delle radici cubiche
di 7. Poiché i ha modulo 1 e un suo argomento ¢ 7/2, le radici cubiche di i sono

COS((W/Q); 2k7r> . ( (7r/2)3—|— zim) |

18



con k=0,1,2, esiha

3 1
cos%—i—zsin%:g—i—iﬁ,
5 5 3 1
cos(gw)jtisin(éﬂ):——\g_jLzE,
3 Lisi 3 .
cos| = isin| —7m ) = —1
2 2
Quindi abbiamo le seguenti equazioni:
.1 V31 | V3 o1 B
e—l—z§ 7+z§, e+z§———2 z§, e+z§ —1,
cioe:

Le soluzioni sono
3
z:log§+i2kﬁ, keZ,
3
z:log§+i(2k+1)7r, kez,
1
z:log;+i<2k—§)ﬁ, kelZ.

(6) Moltiplicando entrambi i membri per €%, I'equazione diventa
e¥* — 2 = (—\/§+i\/§)eiz,
cioe
e+ (V2 —iv2)e* —2i=0.
Ponendo w = €% si ottiene l'equazione di secondo grado
w4 (V2 —iv2)w—2i=0.
Il discriminante del trinomio a primo membro e
A=(V2-iv2) —4-(~20)=2—4i—2+8i =4i.

Poiché |4i] = 4 e un argomento di 4i & m/2, le radici quadrate del discriminante
sono

i\/i<cosg+isin%> :i2<%+i%) =+(V2+iv2),

quindi si ha
iy [RE i
2 —22\/52_\/5.

19



Quindi deve essere € =iv/2 o e = —+/2. Poiché iv/2 ha modulo v/2 e un
suo argomento ¢ m/2, la prima equazione e verificata se

iz=log(v2) + Si+i2kr, k€L,
cioe

™

2

1
z = +2k7r—i§10g2, kelZ.
Poiché —+/2 ha modulo V2 e un suo argomento ¢ 7, la seconda equazione e
verificata se.

iz:log(\/ﬁ)erJriQkﬂ, keZ,

cioe
1

2:7r+2k7r—i§10g2, keZ.

4
7)) 2=0,z=4i—, z2=+i4V3.
(7) 7

log 2 1 log 2 1

(8) zzoi +<k+§)7r+i<— Oi +<k+§)7r), kel.
(9) z = _41/331/6’ y = 271/331/6:t,i271/332/3’ s = 41/38Xp<27+1812k ﬂ')’
k=1,2,3.

1 1 1 5!
(10)  ++/17 exp <z 3 <7T — arctan Z)) , £v29 exp (—i 3 arctan 5)

2 1 41
(11)  logy/ ?5+i(— arctan?+(2k:+1)7r) , log 4/ ?+i(— arctan 9+ (2k +1)7) ,

kelZ.

1+ 2k

(12)  V/3exp <z

2 142
W) | \S/ﬁexp(i arctan( /3)3—1—( + k)w) k=012,

(13) z= % log(17 —4+/3) H(arctan(% — \/3) + (1 + 2k)7r) :

1 1
2:5log(17+4\/§)+i<—arctan(§+\/§)+2k37r), ke.

tan 2 D — arctan(1/2
(14) z=+V5 exp(i—abrC an +7T), z:if/; exp(iw arctan(1/ )),

2 2
tan 2
2=+v5 exp(i arc2an ) )

1 1
(15) =z= 510g2+’i<%7‘(‘+2k37‘(‘) , 2= §log5+z’(—arctan2+(2k+1)7r) , keZ.
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2
(16) == log\/ﬁ+i(—arctan%+(2k+l)ﬂ> , z=1log(3V3) +i<g+2k7r) :

z:log(\/§)+i(g+2kw), keZ.

(17)  Poiché la serie ¢ a termini positivi, ¢ convergente se e solo se ¢ assolutamente

convergente.

E abbastanza complicato verificare direttamente se e soddisfatta la condizione,

necessaria per la convergenza della serie, che il termine n-simo converga a 0 ; vista

la forma del termine n -simo risulta conveniente applicare il criterio del rapporto.
Indicato con a,, il termine n-simo della serie si ha:

1 (n+1)"P2n+1)! Cn+1)!

an (2n + 3)! nntin|
(n+1"n+1)?2nl(n+1) (2n +1)! B
B n"n n! (2n+ 1)!(2n +2)(2n +3)

:(nzly;@n$$é£+3):(1+%)2@n$$éi+3y

Per n — +oo il primo fattore ha limite e, mentre il secondo ha limite 1/4, quindi
il limite del prodotto & e/4, che & minore di 1; percio, per il criterio del rapporto,

la serie converge.
Pertanto la serie ¢ convergente e assolutamente convergente.

(18) I termine n-simo della serie ¢ un quoziente; il denominatore ¢ somma di
due radici (non nulle) e quindi & positivo, mentre il numeratore ¢ differenza di due
radici, ma qualunque sia n € N* si ha n? +2n > n? + 2 e quindi il numeratore &
non negativo. La serie ¢ quindi a termini non negativi, percio converge se e solo se

converge assolutamente.

Studiamo il comportamento del termine n-simo per n — 400 . Si ha, Vn € N* |

2 2
€/n2+2n—\3/n2+2:\3/n2<1+—) —\3/n2(1+—2) =
n n
=214 2 2 i 2 o
n n?
2

(I R E R R R

2
~ L1

|

)

1 1
\3/n2+n+\3/n2+1=\3/n2(1+—) +\3/n2(1+—2) =
n n
2/3 3 1 2/3 3 1 2/3
=n 1+—+n 1+ — ~ 2n“".
n n?
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Quindi

V2 42n—vn2+2  (2/3)n73 11

Vn2 +n 4 Vn?+1 2n2/3 3 n’
Pertanto, a meno di una costante moltiplicativa, il termine n-simo della serie e equi-
valente a quello della serie armonica, che non converge. Per il criterio del confronto

asintotico la serie non converge.
Pertanto la serie non e convergente e non e assolutamente convergente.

(19) Poiché, Vn € N*, si ha (arctan(3/n))2/n > 0, la serie ha i termini di segno
alterno.
Studiamo anzitutto la assoluta convergenza. Si ha, Vn € N,

o (stn(2) )| o 21 (2 ).

Per n — +oo si ha arctan(3/n) = 3/n + o(n™?), quindi

log (arctan(%)) = log(% - o(n_2)) = log(%(l + o(n—l))) =

3
= 10g< ) +log(1+o(n™")) = —logn +log3+o(n~") ~ —logn.

n
Pertanto

2 3 2
— log(arctan(—)) ~ —(—logn) —— 0.
n n n

n—-+o0o

3 2/n
lim (arctan(—)) = =1,
n—-+oo n

percio il termine n -simo della serie non ha limite 0.
Pertanto la serie non e convergente e non ¢ assolutamente convergente.

Quindi

(20) La serie e a termini non negativi; per stabilirne la convergenza studiamo il
comportamento del termine n-simo per n — +00.
Se a € R} allora lim n®= +oo e quindi anche
n—-+0o00

. 2
lim nlog(l+n") =400,
n—-+00
percio non e verificata la condizione necessaria per la convergenza, quindi la serie non
converge.

Se a = 0 allora il termine n-simo della serie & nlog2 e liT n?log2 = +o0,
n—-+00

percio non e verificata la condizione necessaria per la convergenza, serie non converge.
Se a € R* allora lim n® =0 e quindi, per n — 400, log(1l+n®) ~ n®, percio
n—-+o0o

n?log(1 +n*) ~ n**2;

per il criterio del confronto asintotico, la serie converge se e solo se a +2 < —1, cioe
a<—3.
Possiamo concludere che la serie converge se e solo se a € |—o0, —3][.
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(21) La serie ¢ a termini positivi. Studiamo il comportamento di numeratore e
denominatore per n — +00 .

Per determinare il comportamento del numeratore occorre stabilire quale tra n®
e n* ¢ il termine dominante; se a < 4 allora n* +n* ~ n*

n* +n® = 2n?* infine se @ >4 si ha n* +n* ~n?.

, se a = 4 allora

Analogamente per il denominatore occorre confrontare n® con n® ; percido se a < 8
allora n®+n® ~ n® se a = 8 allora n®+n® = 2n® | infinese a > 8 siha n®+n® ~ n®.
Indicato con a, il termine n-simo della serie, si ha quindi, per n — +o00,

4 1
se a <4 an ~ — = —7,
n n
2
sea=14 anN—SZF,
n 1

n

ont

n

a

sed <a<8 Un ™~ g = 5>
n 1

2n8 ’
a

8
sea=3_§ Ap ~ —= = =

2
sea>8 Ap, ~ % =1.
Percio se a < 4 allora a, ¢ equivalente (eventualmente a meno di costanti che sono
ininfluenti) a 1/n?, termine n-simo di una serie armonica generalizzata convergente,
perché 4 > 1 per il criterio del confronto equivalente per tali valori di a anche la
serie studiata converge. Se invece a > 8 allora a, ha limite reale diverso da 0 per
n — 400 e la serie studiata non converge. Infine se 4 < a < 8 allora a, € equivalente
a 1/n® % termine m -simo di una serie che converge se e solo se 8 —a > 1, cioe se e
solo se a < 7, percio anche la serie studiata converge solo per a < 7.
Possiamo concludere che la serie converge se e solo se a € ]0,7[.

(22)  Studiamo anzitutto 'assoluta convergenza della serie. Si ha

—-1)" 1 n
¥(GJ2—4CL+2)TL = ———= ’a2—4a+2} .

2" (y/n+2) 27 (v/n +2)

La forma del termine n-simo suggerisce di utilizzare il criterio della radice. Si ha

1 1
p———— a2 —da + 2" = ———— |a® —4a + 2| .
\/2"(\/ﬁ+2)| | 2\“/\/ﬁ+2’
Poiché
1
\"/\/ﬁ+2:exp<— log(\/ﬁ+2)> — e =1,
n n——+oo
risulta
lim ¢ 1 |(12—4a+2|":1 |a®> — 4a +2
oo \| 20(y/n + 2) 2 '
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Tale limite risulta minore di 1 se e solo se —1 < (a* —4a +2)/2 < 1, cio¢ se e solo
se a e soluzione del sistema

a’—4a+2<2,
a’>—4a+2> -2,

che equivale a

a?® —4a <0,

a’?—4a+4>0.
La prima disequazione ¢ verificata per a € |0,4[. Poiché¢ a* —4a +4 = (a —2)? la
seconda e verificata per a # 2. Pertanto se a € |0,2[ U ]2,4[, per il criterio della

radice, la serie ¢ assolutamente convergente e quindi convergente.
Da quanto visto segue anche che se a € |—o0,0[U]4, +o00[ allora

1
lim ¢/ ———— [0 —4a+2|" > 1,
n—-+oo \/2n(\/ﬁ+2) | |

quindi, per il criterio della radice, la serie non e assolutamente convergente. Inoltre,
per il teorema della permanenza del segno, se lirf {/lan| > 1, allora per n grande
n——+00

siha {/|a,| > 1, quindi |a,| > 1, pertanto il termine n -simo della serie non converge
a 0. Quindi la serie non & neppure convergente.
Se a =2 abbiamo la serie

“+o0o “+o0o
S D" g vy
— 2n(y/n+2) c— n+2
questa serie non converge, perché e a termini non negativi, con termine n -simo

equivalente a quello della serie armonica generalizzata di esponente 1/2, che non
converge. Se a =0 o a =4 allora si ha

S e,
D TN IS P SV ey

Si verifica facilmente che la successione (1 / (\/ﬁ + 2))n€N ¢ decrescente e convergente

a 0. Quindi, per il criterio di Leibniz, la serie converge.
Possiamo concludere che la serie converge se e solo se a € [0,2[ U ]2,4].

(23)  Converge, converge assolutamente.
(24)  Converge, converge assolutamente.
(25) Converge, converge assolutamente.
(26)  Converge, converge assolutamente.

(27)  Converge, non converge assolutamente.
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(28)  Converge per a € [—1/v2,0[ U ]0,1/v2] e converge assolutamente per

a€]-1/v2,0[U]0,1/V2][.

(29) Converge e converge assolutamente per a € ]0,5].

(30)  Converge per a € |0,3]U[4, 7[ e converge assolutamente per a € ]0,3[U]4, 7[.
(31) Converge e converge assolutamente per a € ]0,1/3[.

(32) Converge e converge assolutamente per a € ]2, 400].

(33)  La funzione di cui vogliamo calcolare il limite ¢ somma di due funzioni,
ciascuna delle quali ha numeratore uguale a 1 e denominatore che tende a 0. Per
stabilire il limite di ciascun addendo occorre studiare il segno dei denominatori vicino a
0. Evidentemente per x in un opportuno intorno di 0, escluso 0, si ha cosz—1 <0
e 4+ 2% >0, percid (cosz —1)(4+ %) < 0 e dunque

1

li = —00;
250 (cosz —1)(4 + z2?) o

inoltre (sempre per x in un intorno di 0, ma diverso da 0) si ha 2z sinz + 2* > 0,
perché somma di numeri maggiori di 0, e quindi

1
lim ——— = +00;
a—0 2x sinx + z*
percio il limite e nella forma indeterminata —oo + oo .
Per calcolare il limite occorre studiare il comportamento per x — 0 dei due

denominatori. Si ha

(cosz — 1)(4+27) = (— l:1:2 + i:c4 + 0(:55))(4+x2) =

2 24
= 227 + 1:1c4+0(:105) — 1x4+ ix("+0(x7) = 227 — 1x4+0(x5)
6 2 24 3
e
1 2
27 sing + 2t = Qx(x ~5 z3 + 0(:104)) + ot =227 + §x4 + o(2%).
Percio

1 1 1 1

+ = + =
— 2 i 4 1 2
(cosx —1)(4+22) 2zsinz+z 92 : Pt o(et) 207 + ! # + o(25)

2 1
22% + 3 xt + o(2%) — 22?7 — 3 z* + o(2?)

(—23:2 _ % o 0(3:5)) <2x2 + % o 0(:65))

1 4 5 4
_ + _
31’ O(SL’) Xz 1

1 2 h
(—2x2 —3 xt + 0(x5)) (2ZL‘2 + 3 xt 4 O(ZL‘S))

Quindi il limite cercato e uguale a — T
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(34) Per x — 400 largomento del primo logaritmo a numeratore tende a 1,
mentre I’argomento del secondo logaritmo tende a 2, quindi il numeratore ha limite
logllog2 = 0. Il denominatore ¢ invece in forma indeterminata, perché ciascuna
delle due radici tende a +o00.

Studiamo anzitutto il numeratore. Si ha, per x — +o00,

| 2344 2344 1= 2 0 —3
8 x3 4+ 2 x3 4+ 2 ) T

473 + 1
1 — log 2
o8 <2x3+1> o8

quindi il numeratore ¢ equivalente a 2log2 x73 .
Il denominatore, per x — 400, € uguale a

1
|z|vV1+4+ 3272 — |z|vV1+ 2272 — 9 =
T

3 9 1 1
=z (1 + §x_2 — gx_4 + o(x_4)) —x (1 +z7?— 590—4 + o(x_4)) - ax_l =

9
1——x_3+0(:p_3)—x—:p_1+§x_3—éx ~——x

8

:x+§x

Percio la funzione di cui stiamo calcolando il limite, per x — +00, € equivalente a

2log2 a3 16
2log207! _ 16, .
5 5 5

8

quindi il limite cercato e uguale a — 5 log 2.

(35) Il limite ¢ nella forma indeterminata 0/0. Poiché log(1+y) ~y, per y — 0,
il denominatore ¢ equivalente a z - 3z* = 325 .

Studiamo il primo addendo a numeratore. Per il calcolo del limite possiamo
supporre x > 0, quindi si ha

2 2 2 2
\/62372—21’4—1—2:66:e|x\\/1——2x2+—2x4:ex\/1——:L’2+—2:U4.
e e e

2 2
Poiché lim <— S+ 5 :L’4) =0, per la formula di Taylor abbiamo
e

z—0t e?

Ve2a? — 254 4 226 =
1y 2, 2 N 17 2 5, 2 2 2, 2 \2
:”(”5(‘;9”*W)—é(‘z“w)*0(—6—2“6—29”) =

1 1 1 2
:ex<1—gx2+;x4—2—e4x4+o(x4)> —er——2* + ——— 2%+ o(a").
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Inoltre, utilizzando la formula di Taylor, si ha

1 1 1
log<e——x2) = log e(l——xQ) :loge+log<1——x2) =
e e? e?

Quindi si ha

1
Ve2a? — 204 + 225 — ex log(e — - :L’2> =
e

1 2e? — 1 1 1
:e:p—g$3+€27x5+0(x5)—ex+;x3+@x5+o(:p5):
1 1
=-2°+o(z°) ~ —2°.
e e

Percio la funzione di cui stiamo calcolando il limite e equivalente, per = — 07, a

1

15

et _ 1
R 3e’

e e . 1
quindi il limite cercato e uguale a 3
e

(36) Il limite & nella forma indeterminata 0/0 .
Studiamo il denominatore. Si ha
cos(2x) — exp(—2x2) =
1

=1- 5 (22)* + 21—4 (22)* + o((22)%) — <1 —22° + % (—22%)? + 0((—21’2)2)) -

2
=1-22"+ §x4 +o0(2”) — (1 — 22* 4 22" 4 o(z")) ~

4
~—=-at.

3
Studiamo ora il numeratore. Si ha

1 1 1
QCosx—:EQ:2<1—§x2+ﬂx4+0(x5)> —x2:2—2x2+ﬁx4+0(:p5);

percio
1
exp(2cosz — %) = exp (2 — 227 4 1 rt + 0(:105)) :

L’esponente tende a 2 per z — 0, quindi e utile scomporre ’esponenziale nel pro-
dotto di due esponenziali, il primo con esponente 2, il secondo con esponente che
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tende a 0, cioe

1
exp(2cosr — %) = € exp<—2x2 + —a2t + 0(:105)) :

12
Inoltre
o, 1 4 5
exp(—Zx + Ex +o(x )) =
=1+ (—2202 + 1 zt + 0($5)> + 1(—2:162 + 1 t 0(x5)>2+
12 2 12
1 2
+o0 (—23:2 +—a'+ 0(3:5)) =
12
o, 1 4 4 4 2, 20 4 4
=1—-22"4—2"+22"+o(z") =1—-22"+ — 2" + o(z"),
12 12
percio
25 25¢?
exp(2cosx —a?) — €® + 2¢%2” = 62(1 —22% + 12 zt + 0($4)> P 2et? o 2

Quindi per x — 0 si ha

25¢?
exp(2cosx — %) — €2 + 2e%2? 2 Y 257
cos(2x) — exp(—2122) 4 - 16
3
e R 25¢2
pertanto il limite cercato € uguale a — 6

(37) Per x — +oo siha

[ .9 19 1/9)\° 1
V3 4+ 922 =ai/l+ ==z |1+-=—= E +o(—= )| =2+3-92 " +o(x!),
x 3z 9\z x?

pertanto

Va3 + 92t —2—-3=20+3-92 ' +ola ')~ -3~ 927",

Inoltre

log(3 cosh(5z)) = log <g(65x + 6—5m)) — log (g e (1 + 6—10x)) -

3
= log 5 + 5z + log(l + e_lox) ~ DT .

3+ 3 3 19 _
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da cui segue

1 3+x 3 3 19+(_2) 3
o — = - —=-—+o0lx — =
& T z+5 T 222

T+5
C3(z+5) =3¢ 19 L. 15 19 L
 x(z+5) 2x2+0<x >_:c2—|—5:c 2x2+0<x )=
15 19 . 15 19 »
- -2 — 21 +0(1) ==
2(1+o0(1)) 2 a? o) 2( o(1) 2 x2 +o(@™)
30 — 9 5 21,
= 0. o(x™") ~ —a .
Percio
, Va3 + 922 —x — 3 , —9z~! 18 6
o 3+ 3\ eoth, 20 T 105 3%
r——+00 X T—+00
log(3 cosh(5z)) (log ( . ) i 5) bx 5 x=2
(38)

Studiamo il comportamento dei fattori a numeratore per r — +00.
Poiché, per z — 400, €% — 400 mentre e % — 0, si ha
64:1: _ 6741 1

~—e

sinh(4z) =

Ax

Analogamente e?* — 400 e e 2* — 0, quindi

2x

_ 2z
log(sinh(2z)) + log 2 — 2z = log (L) +log2 — 2x =

2
= log(e%(l — 6_49“))— log2 +log2 — 2z = log(e%) + log(l — 6_4””) —2r =

= log(l — %) ~ —e™47,

Raccogliendo il termine dominante in ciascuna radice e utilizzando la formula di
Taylor si ha

Vad 4322 — Va2 + 3z = /a3(1 + 327Y) — Ya2(1 4 3271) =
—xvV1+3z 1 —avl+3z 1=

—z <1 + % 3z ' +o(a7) - <1 + % 3zt + o(:cl))) —

Percio

sinh(4x) (log (sinh(2z)) + log 2 — 2:5) <\3/:c3 + 322 — Vr2 + 3:5) ~
1 4z —4x 1 _ 1
~ e (—e™) ( 2) =1
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Studiamo il comportamento del denominatore. Si ha lilf arctan(2x) = /2.
T—r1+00

Per x — +o0 si ha 1/x — 0, quindi

1 1 _ 1 _
log <cos;) = log (1—ﬁ+0(3; 3)) N_@—i—o(x 3) op2

Infine

Vit + 22— Va2 +4=2>V1i+zr2—zV1+422 =

= 2 (\/1+x—2—x*1\/1+4x—2> ~z?.

Quindi si ha

1 T 1 ™
t 22)1 - 4 2 _ 2 4) ~ — 2= _
arctan(2x) log (cosx) (Vat + 22 — Va2 +4) 5 < 2962):1: 1

Numeratore e denominatore hanno limite reale, pertanto il limite ¢ uguale al
quoziente tra limite del numeratore e limite del denominatore, cioe ¢ uguale a

e

1
—

|
N

sinh(e*” —1) —sin(e* —1) 8
3

(39) }«“li% cos(6z) log(1 + 2z) (V1 — 22 — 1) B

Va2 + 223 — a3 + 324 1

40 lim =—.
(40) 2—=0t /1?2 — 4t — cos(3x?) 5

lim z(va0 + 4zt — Va2 + 627) = 2.

T—+400

(42) lim zlog(e” + %) ( L ! ) =—-2.
r+2 r?+4dx

T—>+00
(43) lim (Vab + 425 + 624 —2° —22%) ( sin s 1 exp(6+3logz) = 4e.
z—+o0 r+1 23

(41)

exp(v/1+ 4a?) — e cosh(2z) B 4e
~ 9(cosh1—1)"

44 li
(44) 250 (\/x‘l + 2% — 226 — 2 — :p3) (cosh(el“) — cosh x)

(log(ii;> + i) (eXp(iié) —exp(#ﬁ)) 1Og(1+xemg) =3

(46) lim (exp(2cos(2z)) — €?) (1 4+ Va2 + 423 — e%) _ 36¢2
v=0% (\/cos(2z) — 14 22) (y/1 + cos(2z) — 1 + 2?) V2-1

30
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r—r-+00




(47) xgglmm< xir =— xi_ 6) (cos (sin(%)) —cos<§)> =12.

(48) ’ e~ sing — x 7
im = —.
2—0t e3%sin(v/a2 + 623 ) —z 55
(49) 1l dominio naturaledi f ¢ R.
La funzione e continua.
Studiamo il comportamento negli estremi del dominio.

9 9x
: _ 3 —2
lim f(z)= lim |2z \((1 — 5 ) + |2x3\) = 400,

r—r—0Q0 T—r—00
9 9z
. - . 3 -9 .
Jm ()= lm |2z |<(1 — o7 ) + m) = +00.

Evidentemente f non ha asintoti orizzontali o verticali e, poiché per * — 400
si ha f(x) ~ 2|2]*, non ha neppure asintoti obliqui.

Cerchiamo le intersezioni del grafico di f con gli assi. Si ha f(0) =0, quindi il
grafico interseca ’asse delle ordinate nell’origine. Inoltre si ha f(z) =0 se e solo se
1223 — 92| = —9x ; poiché il valore assoluto & sempre non negativo, se x & soluzione
deve essere —9x > 0, cioe = < 0. Quindi f(z) e nullo se e solo se x & non positivo
e verifica una delle due equazioni 22® — 97 = —92 e 223 — 92 = 9z. La prima
equazione ¢ verificata solo per x = 0, la seconda equivale a 22% — 18z = 0 e quindi
ha le soluzioni z =0, x = —3 e © = 3. Deve essere © < 0, quindi f si annulla
in 0 ein —3.

Studiamo la derivata di f. La funzione f e derivabile in tutti i punti che non
annullano I'argomento del valore assoluto, cio¢ ¢ derivabile in z se 223 — 9z # 0. Si
ha 2% — 9z = 2(22% — 9) , quindi risulta 22 — 92 = 0 per z = 0 eper z = £3//2.
Pertanto f e derivabile in R\ { —3//2,0,3/V/2 } . Se x appartiene a tale insieme
si ha

f'(x) = (62* — 9)sgn(22® — 92) + 9.
Per studiare il segno di f’ & utile determinare per quali z risulta sgn(2z3 —9z) =1
e per quali z risulta sgn(2z3 —9z) = —1. Si ha

2x3—9x:2x(:ﬂ+%)(:p—%),

il segno di 22® — 9z risulta dal seguente schema

0 3

-
2 - = = |- == = =]+ + 4+ + +|+ + +

T+ J5 - = |+ + + + |+ |+
3

T =5 - = |- = = = |- = = = —|+ + +

223 — 9z - - =]+ + 4+ + +|- == - |+ + +

Percio sgn(2z® —9z) =1 se x € |-3/v2,0[U]3/v?2,+00[, e sgn(2z® — 9z) = —1
se xE]—oo,—S/\/ﬁ[U]O,?)/\/ﬁ[.
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Calcoliamo il limite della derivata nei punti —3/v/2, 0 e 3/4/2 per determinare
la derivabilita di f in tali punti.

lim  f'(z)= lim —(62°—9)+9=-9,

x——3/v2" T——3/vV2"
lim  f(x)= lim (62*—9)+9=27,
m—>—3/\/§+ x—>—3/\/§+
lim f'(x) = lim (62> —9) +9 =0,
z—0~ z—0~
lim f'(r) = lim —(62% — 9=1
S0 = i, (67— 9) 19 =18,
lim f'(z)= lim —(62>—-9)+9=-9,
x—>3/\/§7 x—>3/\/§7
lim f(x)= lim (62®—-9)+9=27.
:1:~>3/\/§+ :1:~>3/\/§+

In ciascuno dei punti considerati il limite sinistro di f’ & diverso dal limite destro,
percio anche limite sinistro e limite destro dei rapporti incrementali sono diversi tra

loro, quindi il rapporto incrementale non ha limite. Pertanto —3/ V2,0 e 3/ V2
sono punti di non derivabilita per f.

Studiamo il segno di f'. Se x € }—3/\/§,O[U]3/\/§, +oo[, allora si ha
f'(z) = (62* — 9) + 9 = 62°;
poiché = # 0, risulta f'(z) > 0. Se 2 € |—o00,—3/v2[U]0,3/v2 [, allora si ha
fl(r) = —(62* —9) + 9= —62° + 18 = 6(—2* + 3),

che ¢ positivo per x € ]—\/g, \/3[ e negativo per x € ]—oo, -3 [ U ]\/3, +oo[ e
quindi, tenuto conto delle condizioni a cui deve soddisfare x , abbiamo f'(z) > 0 per

xG]O,\/g[ e f'(z) <0 per xe}—oo,—3/\/§[u}\/§,3/\/§[.

Complessivamente, il segno di f’ risulta dal seguente schema

-2 0 V3 5
f'() - - =+ + |-+

Pertanto f e crescente in [—3/\/5, O] , in [O, \/3} ein [3/\/5, —1—00[ ed e decrescente
in ]—oo,—?)/\/i] e in [\/3,3/\/5]

Il criterio di monotonia non puo essere applicato direttamente per stabilire che f
e crescente in [—3/ V2, \/3] , perché la funzione non e derivabile in tutti i punti
interni a tale intervallo. Possiamo pero ugualmente concludere che f e crescente,
a partire dalle informazioni relative agli intervalli [—3/ \/5, 0] e [O, V3 } . Infatti
siano z,y € [—3/\/5,\/3} tali che x < y. Se = e y appartengono entrambi
a [-3/v2,0] o entrambi a [0,/3], allora sappiamo che f(z) < f(y). Se invece
z € [-3/v2,0] e y € [0,V3], allorasi ha f(z) < f(0) < f(y). Quindi in ogni
caso risulta f(x) < f(y).
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Inoltre —3/v/2 e 3/+/2 sono punti di minimo locale per f, v/3 ¢ un punto di
massimo locale.

27 27

Il valore di f in tali punti e:
3 | 2w ol

f@§§:205919%‘9ﬂ:‘¢fv6 iV
F(V3) = [2(v3)" = 93|+ 9VB=[6V3 - 9V3[ +9V3 =123,
() - P(5) 3

Studiamo la convessita di f.
La funzione f’ ¢ derivabile in tutto il dominio e si ha

27 27

o= |- 24
alvi vl T veT v

f"(z) = 12zsgn(22* — 97) .

Quindi il segno di f”(x) coincide con quello di 12z(22® — 9z) , che & uguale a

241 (:c - %) <:1: + %) :

Quindi risulta f”(z) > 0 per z € |—o00,—3/V2] U [3/v2,+oc| e f"(z) < 0 per
x € [-3/v2,3/v2] \ {0} ; percid f &convessain |—oo,—3/v2] ein [3/v/2,+00]
ed & concava in [—3/\/5, O} e in [0,3/\/5} )

Poiché nei punti di cambio di convessita f non e derivabile, non vi sono punti di

flesso.
Percio il grafico di f e, approssimativamente, il seguente:
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(50)  Poiché il dominio della funzione arcoseno ¢ [—1, 1], si ha
domf:{xeR’ —1 < |2% + 4z + 3| §1} :{xER’ —1§x2+4x+3§1}.
Dobbiamo quindi risolvere il sistema di disequazioni

22 +4x+3<1,
x> +4x+3> —1,

cioe

22 +42x4+2<0,
2 +4r+4>0.

Il trinomio 2 + 4z + 2 si annulla per
r=-2+v22-2=-242,

pertanto la prima disequazione e verificata per x € [—2 —V2,-2+2 ] ; dall’'ugua-
glianza 2% + 4z + 4 = (x + 2)? segue che la seconda disequazione ¢ sempre verificata.

Pertanto
dom f = [—2—\/5,—2—1—\/5} )

Poiché f e composizione di funzioni continue, € continua.
I valori di f negli estremi del dominio sono:

F(=2 = V2) = arcsin| (=2 — v2)" +4(-2 - V2) +3| =

— arcsinf4 + 4v2 +2 = 8 = 4v2 + 3] = arcsin [1] = 7,
f(—2 + \/5) = arcsin‘(—Q + \/5)2 +4(—2 + \/5) +3‘ =
= arcsin’4—4\/§+2—8+4\/§+3} = arcsin |1| = g

Il grafico di f non interseca I'asse delle ordinate perché 0 ¢ dom f. Cerchiamo
le intersezioni con l'asse delle ascisse; si ha f(x) =0 se e solo se

arcsin |22 +4x +3| =0,
che equivale a z? + 42 + 3 = 0. Questo trinomio si annulla per

r=—2+22 - :—211:{1_3’

Y

quindi f interseca l’asse delle ascisse per xt = -3 e x =0.

Poiché la funzione arcoseno assume valori non negativi quando il suo argomento
€ non negativo, f € sempre non negativa.

La funzione non ha asintoti orizzontali o obliqui perché il dominio e limitato e non
ha asintoti verticali perché, per il teorema di Weierstrass, e limitata.
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La funzione f e derivabile in ogni x € R tale che I'argomento del valore assoluto
¢ diverso da 0 e l'argomento dell’arcoseno e diverso da 4+1. Deve quindi essere
r?+42+3 # 0 e |22 +4x+3| # 1, non si hamai |z?+4z+3| = —1. Come gia trovato
in precedenza 2? +4x+3 =0 per x=-3 eper x =—1. Siha |22 +40+3| =1

se e solo se 2% +4x+3 =1 oppure 2% +4x + 3 = —1, tali equazioni, gia risolte per
determinare il dominio di f, hanno le soluzioni = = —2 — V2 er=-24+21a
prima e x = —2 la seconda. Pertanto f & derivabile nell’insieme

domf\{—Q—\/5,—3,—2,—1,—2+\/§} ,
la derivabilita nei punti —2—+/2, —3, =2, —1, —24 /2 sara studiata in seguito.
Per z € dom f\ { -2 —+2,-3,-2,—-1,-2+v2} siha

1
B V1= |22+ 4z + 32

f'(x) sgn(z® + 4z + 3) 2z + 4) =

2 4
= sgn(z® + 4z + 3) Tt =

\/(1—(x2+4x+3))(1+(9€2+4x+3))

= sgn(z® + 4z + 3) 204 =
V(=22 — 4z — 2)(2? + 4x + 4)
20 +4
— 2 —
= sgn(z” + 4z + 3) N e Ty =
2(z+2) B
|z +2|vV—2? — 4z —2
2

V2 —dr—2

Il segno di f'(z) coincide con il segno di sgn(z?*+ 4x + 3) sgn(z + 2) , che risulta dal
seguente schema:

= sgn(a® + 4x + 3)

= sgn(z® + 4z + 3) sgn(z + 2)

—2-v2 -3 -2 1 —24V2
sgn(z? + 4z + 3) + |- - - |- - - ] 4
sgn(z + 2) — |- - = =+ + + +| +
sgn(z? + 4z + 3) sgu(z +2) — |+ + + |- - = | +

Quindi la funzione f & crescente in [—3,—2] e in [—1, -2+ \/5] , ¢ decrescente
in [-2—+v2,-3] ein [-2,—1]; inoltre —2 — /2, —2 e —2+ /2 sono punti di
massimo locale per f, —3 e —1 sono punti di minimo locale per f.

Studiamo la derivabilita di f nei punti —2—+v/2, =3, —2, —1, —24++/2. Siha

2
lim f'(z)=— lim = —00,
r——2-v2" r——2—/27" —x? —4x — 2
2
lim f'(z) =— lim =-2,

r——3~ z—=—3"\/—x2 — 4y — 2
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dm S =t e 2
i )=l s = V2,
mgng f'w) = _mgg+ — 22 E iz —2 V2.
S = - iy e = -2,
Jim fle) = lim, \/ﬁ =2,

lim  f(z)= lim 2 +00.

z——2+42" =242 V —x? —4x — 2 -

Poiché il limite della derivata (se esiste) coincide con il limite del rapporto incremen-
tale, risulta che f non e derivabile in nessuno dei punti elencati sopra, perché nei due
estremi del dominio il limite del rapporto incrementale non e reale, mentre in tutti
gli altri punti il limite sinistro del rapporto incrementale e diverso dal limite destro.

Calcoliamo il valore di f negli estremanti locali. Sappiamo che si ha:
f(=2-V2) = f(-2+V2) =7/2.
Inoltre

f(=3) = arcsin|(=3)* + 4 - (—3) + 3| = arcsin [0 = 0,

f(=2) = arcsin}(—2)2 +4-(-2)+ 3’ = arcsin| — 1| = g ,

f(=1) = arcsin|(=1)* + 4 - (—1) + 3| = arcsin [0| = 0.

Studiamo la convessita di f. La funzione f’ & derivabile in ogni punto del suo
dominio, perché in tale dominio non si annullano gli argomenti delle funzioni segno e
radice che compaiono nell’espressione di f’, e si ha

f"(z) = sgn(z? + 42 + 3) sgn(z + 2) 2 (— %) (—2? — 4z —2) % (—20 —4) =

2(x 4 2) sgn(x + 2)
(—a? — 4o — 2)3/2

2|z + 2|
(—a? — 4z — 2)3/2°

= sgn(a® + 4z + 3) = sgn(z® + 4z + 3)

Sappiamo che sgn(z? + 4x +3) > 0 per x € |—oo,—1[ U |3, +oo[, quindi per
z € dom f” siha f”(z) >0 seesolose v €]-2— \/_,—3[U]—1,—2+\/§ [. Per-
tanto f ¢ convessa in [—2 — V2, —3] e in [—1, -2+ \/5} , € concava in [—3,—2] e
in [—2,—1]. Infine f non ha punti di flesso, perché i punti di cambio della concavita
sono punti in cui la funzione non e derivabile.

Il grafico di f e quindi, approssimativamente, il seguente.
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Y

(51) La funzione f & definita per gli z reali tali che = # 0, (perché per x =0 si
annulla il denominatore dell’esponente) e tali che 'argomento della radice |z +5|—1
¢ maggiore o uguale a 0. Siha |[x+5 —1>0 seesolose |[x+5 >1 ecioe
verificato se * +5 > 1 oppure £ +5 < —1, che equivale a z > —4 o = < —6.
Pertanto

dom f = ]—o0, —6] U [—4,0[U |0, +00] .

Il grafico di f non interseca l’asse delle ordinate perché 0 ¢ dom f. Cerchiamo
le intersezioni con 'asse delle ascisse. Si ha f(x) =0 se esolose /|r+5/—1=0,
cioé |xr+5|—1=0 che e verificato se ©=—6 o x = —4.

Poiché ¢ prodotto di funzioni che assumono valori non negativi, f ha sempre
valori non negativi.

La funzione f & prodotto di composizioni di funzioni continue, quindi e continua.

Studiamo il comportamento di f negli estremi degli intervalli che ne costituiscono
il dominio.

f(=6) =] -6+5—1e =0,
f(=4)=+/|—4+5] -1V =0,
z—0~

lim f(x)=+o0.

T—r+400

La funzione e derivabile in x se x non annulla I’argomento del valore assoluto e
non annulla 'argomento della radice. Quindi deve essere z+5#0 e |[z+5|—1#0.
Se z € dom f, allora © # —5 e, come gia visto, |z + 5| — 1 si annulla per x = —6
e per © = —4. Pertanto f & derivabile in |—oo, —6[ U |—4,0[ U ]0, +oo[, mentre la
derivabilita in —6 e in —4 verra studiata in seguito.
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Si ha
f(x) = ! sgn(z +5) e +/|lz 4+ 5] — 1 <— i)61/9” =
2+/|lr+5]—1 z?
~ a?sgn(z +5) — 2((z +5) sgn(z +5) — 1) Y

2024/|z 4+ 5| — 1

(22 =2z —10)sgn(z +5) +2 4/,
et/
222\/lr + 5| —1

Studiamo le derivabilita in —6 e —4. Si ha

T __

—2? +2 12
lim f'(z) = lim vy el/? = —c0,

r——6— r——6— 21‘2\/ —Tr — 6

lim f'(z)= lim ———¢e"/" = +00.
r——4+ f ( ) r——4t 21‘2\/1‘ +4
Poiché il limite della derivata coincide con il limite del rapporto incrementale, il limite
del rapporto incrementale non e reale, pertanto f non e derivabile in nessuno dei
due punti.
Poiché lim f(z) e reale, per conoscere il comportamento di f e utile calcolare
z—0~

il limite corrispondente della derivata. Si ha:

2?2 —2x — 8 8 et/
li () = lim —————¢V/* = __ | =0.
A ) = e T T A

Per x € dom [’ si ha
fl(r) >0 <= (2> — 22 —10)sgn(z +5) +2 >0,

quindi, distinguendo a seconda che sia sgn(z +5) =1 o sgn(z +5) = -1, f'(z) ¢
non negativa se e solo se x ¢ un elemento del dominio di f’ che soddisfa uno dei
seguenti sistemi di disequazioni:

T > -5,
22— 22 —-8>0;

T <=5,
—22 422 4+12>0.
Il trinomio z? — 2z — 8 si annulla per

2
:Ezl:i:\/1+8:1j:3:{4 ’

Pertanto le soluzioni del primo sistema risultano dal seguente schema
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Quindi l'insieme delle soluzioni ¢ [—5, —2] U [4, +oo[. Il trinomio

annulla per

—1++/1+F12
x:—1+:1:F\/13,

pertanto per il secondo sistema si ha:

—x2 4+ 2+ 12 si

-5 1-V13 1+ V13

T < _5 ................. ‘ .................................................... ‘ ..........
22 2 F 12 >0 e L

B - o -

percio questo sistema non ha soluzioni.
Il segno di f" & quindi rappresentato nel seguente schema:
—6 —4 -2 0 4
I N e B e R

Pertanto f e crescente in [—4,—2] e in [4,+o0o[ ed e decrescente in |—o0, —6], in

[—2,0[ ein ]0,4].

Inoltre —6, —4 e 4 sono punti di minimo locale per f, —2 e un punto di

massimo locale.
Sappiamo che f(—6) = f(—4) =0, inoltre:

f(=2)=e2\/|—24+5|-1=e12V2,

f4)=e*\/|4+5]—1=e*V8.

Il grafico di f e quindi, approssimativamente, il seguente.

|
i K—Q,e_l/Q V2
|
|

(4.e VB)

N
—4 |

—6

(52)  Poiché 'argomento della radice & sempre non negativo, si ha dom f = R.

Cerchiamo le intersezioni del grafico con gli assi cartesiani.

Siha f(0)=+/[0—0[+0=0.
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Inoltre f(z) =0 seesolose /|x2 — 2z| = z, che equivale a |v?—2x| = 2® purché
sia x > 0. Risulta 22 —2x > 0 se e solo se z € |—00,0] U2, +00], pertanto per tali

2 equivale a 2% — 2z = 22, che & verificata per z = 0.

r lequazione |z? —2z| = x
Se invece x € |0,2[, allora I'equazione |z* — 2z| = 2% equivale a —a? + 2z = 22,
cioe 222 — 22 = 0 che, nell'intervallo considerato, & verificata per z = 1. Pertanto
f(z)=0per x=0e xz=1.
La funzione f e somma di composizione di funzioni continue e quindi € continua.
Studiamo il comportamento di f negli estremi del dominio.

i 2
—x)z lim (|:p| 1———x>:
T——00 x
12

= lim <—$(1—§E+0(9€_1)) —:p) = lim (—z+1+o0(1)—z) =

T—r—00 T—r—00

. . 2 . 2
lim f(z) = lim 22 l——|—z| = lim [|z)/l———2z | =

—+00 z—r+00 X T—r+00 T

= lim (az(l—%%—l—o(wl))—x) = lim (z—1+o0(1)—z)=-1.

2
1-2

T——00 T——00 x

lim f(z) = lim ( x?

:+OO’

T—400 T—400

Pertanto la retta di equazione y = —1 ¢ asintoto orizzontale per x — 400 e la retta
di equazione y = —2x+ 1 e asintoto obliquo per x — —oo , come si prova facilmente
esaminando i passaggi fatti per calcolare il limite.

La funzione f € somma e composizione di funzioni che sono derivabili in tutto
il dominio, con l'esclusione delle funzioni radice quadrata e valore assoluto che non
sono derivabili in 0. Percio f e derivabile in ogni punto del suo dominio in cui
non si annullano né 'argomento del valore assoluto né I’argomento della radice; tali
argomenti si annullano per gli = tali che 22 —2x = 0, cioe per x =0 e x = 2.
Quindi f e derivabile in R\{0,2} , mentre dobbiamo studiare a parte la derivabilita
della funzione in 0 ein 2.

Per x ¢ R\ {0,2} siha

oo 1 (a2 oy (@—1)sgn(a? - 22)
f(z) = WD T sgn(z” —2x) (2x —2)— 1= o]

—1.

Per studiare f’ osserviamo che si ha 2?2 —2x > 0 seesolose z > 2 o z < 0,
quindi risulta sgn(z? —2z) =1 per x € |—00,0[U]2, +00[ e sgn(z® —2x) = —1 per
x €]0,2[, pertanto il comportamento della derivata nei punti 0 e 2 & il seguente:

lim f'(z) = lim (M — 1) = —00,

z—0~ z—0~



poiché il limite destro o sinistro della derivata (se esiste), coincide con il corrispondente
limite del rapporto incrementale, si deduce che f non e derivabile né in 0 né in 2.
Sappiamo che f(0) =0, inoltre

f@)=+22=2-2[—2=-2.

Studiamo il segno della derivata. La disequazione f’(x) > 0 ¢ abbastanza com-
plessa, € opportuno determinare anzitutto gli zeri della derivata e utilizzare questa

informazione per studiare il segno.
Se x € R\{0,2},siha f'(z) =0 se e solo se

(r — 1) sgn(a? — 2x)

|22 — 2z

=1,

pertanto deve essere (z—1)sgn(z? —2x) > 0. Il segno di questo prodotto risulta dal
seguente schema

0 1 2
z—1 - - = = |- = |+ + |+ + + + +
sen(z2—21)  + + + + +| - - |- — |+ + + + +
(z — 1)sgn(z® — 22) - — — — =+ 4+ |- -]+ + + + +

Quindise f'(z) =0 risulta x € ]0,1[U]2, 4o00[. Per z in tale insieme si ha f'(z) =0
se e solo se
—1)?
="
|22 — 2]
cioe
2 =224+ 1=|2% - 21|.
Se z €10,1] si ha 22 — 22 < 0, quindi I'equazione diventa
2 =2 +1=—2"+ 2z,
cioe
202 —4dx+1=0,
che e verificata per

2++/22 -2 1
2 V2
Risulta 1—(1/v2) €10,1[ e 1+(1/v/2) ¢ ]0.1[. Se = € |2, +oo siha 22—2z > 0,
quindi '’equazione diventa

T

22 —2x+1=2a>—2z,

che non ha soluzione. Percid f/(z) =0 se esolose x =1— (1/v2).
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Studiamo il segno della derivata. La funzione f’ & continua e diversa da 0 in
|—00,0[, quindi, per il teorema di Bolzano, in tale intervallo f si mantiene sempre
positiva o sempre negativa. Siha lim f/(x) = —oo, percid f’ & negativa in |—o0,0].

z—0~

In ]0,2[ la derivata ¢ continua, si annulla solo in 1 — (1/\/5) , dunque, ancora per il
teorema di Bolzano, essa ha segno costante in }0, 1-— (1/\/5) [ ein }1 — (1/\/5), 2 [

Poiché lim f'(z) = +o0 e lim f'(z) = —o0, la funzione f’ & positiva nel primo
xz—0*t T2~

intervallo e negativa nel secondo. Infine in |2,4+o00[ f’ & continua e non si annulla,
quindi ha segno costante, poiché lim+ f'(x) = 400 essa e positiva.
T—2

Il segno di f’ & quindi rappresentato dal seguente schema:
01—+ 2
f(z) - = = = |+]|-=-=-=-=- =]+ + + +
Pertanto f ¢ crescente in [O, 1— (1/\/5)] ein [2,400] ed & decrescente in |—o0, 0]

e in [1 — (1/\/5),2} . Da cio segue che 0 e 2 sono punti di minimo locale per f,

1— (1/\/5) e punto di massimo locale.
Il valore della funzione in 0 e in 2 e gia stato calcolato;

-3 <1—%>2—2<1—%>J—1+%:

e s
= -1+v2.

Studiamo la convessita di f mediante la derivata seconda. Se x € dom f’' gli
argomenti delle funzioni radice e valore assoluto che compaiono nell’espressione di f’
sono diversi da 0, quindi f’ & derivabile in ogni punto del suo dominio, dunque
dom f” =dom f' =R\ {0,2} . Per z in tale insieme, si ha

f'(zx) =

= (sgn(ac2 —22) /|22 — 22| — (z — 1) sgn(a? — 2z)

(2 — 2) sgn(x? — 2x)>
2\/|x? — 2x|

1 —
' ( |x2—2x|)2 B
_ sgn(a? — 2z) (/]2% — 2x|)2 — (v — 1)sgn(2? — 2z)(x — 1) sgn(a® — 22)
B (v/]2% — 22| )3 B
_osgn(a? —22) [2® — 2z — (- 1) 2 —2x— (2 —22+1) -1
|22 — 2x[3/2 |22 — 2x[3/2 |z2 — 2|3/

quindi, Vx € dom f”, si ha f”(z) < 0, pertanto f & concava in ogni intervallo il
cui interno ¢ contenuto in dom f”, in particolare f & concava in |—o0,0], in [0, 2]
ein [2,400].
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Poiché f” & sempre negativa ogni punto in cui f” si annulla & un punto di massimo
locale per f; sappiamo che f’ si annulla solo in 1 — (1 /2 ) , & cosl confermato che
tale punto e di massimo locale.

Il grafico di f e quindi, approssimativamente, il seguente.

(53)  Poiché sinz compare al denominatore, il dominio naturale di f & costituito
dagli = tali che sinx # 0. Se x € [—7m,7| si ha sinz =0 per z =0, z =7 e
x = —mn . Pertanto

dom f N [—m, 7] =]—m 0[U]0, 7| .

La funzione f & continua, perché prodotto di composizioni di funzioni continue.

La funzione non interseca I’asse delle ordinate, perché 0 ¢ dom f . Inoltre f non
si annulla, perché ’esponenziale ¢ sempre positivo e il seno si annulla in punti non
appartenenti al dominio.

Studiamo il comportamento negli estremi del dominio. Si ha

: : . : 1
lim f(z)= $_l>11_r71r+ V| sinz| x££+e){p(4sinx> =0-0=0,

r——7t
1
li = li i li =0-0=0.
Jim f(x) = g isina] lim exp (4 s )
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Per z — 0" si ha vsinz — 0 e exp(1l/(4sinz)) — oo, pertanto il limite si
presente in forma indeterminata. Ponendo y = 1/(4sinx), risulta

1 1 1 &Y
. - o Jr, e
xlur(r]lJr V| sinz| exp<4Si ) —yhm 1y ey = 2 = +00.

Analogamente lim f(z) = +o00.
T—T

Pertanto f ha gli asintoti verticali + =0 e z =7
In ogni punto di dom f I’argomento del valore assoluto € non nullo, lo stesso vale
per 'argomento della radice, quindi f e derivabile. Si ha

;.\ cosx sgn(sinz) 1 , 1 1 cosw\
Jle) = 24/|sinz| =P <4 sinx +V]sinz] exp 4sinz ) 4 sin?z )
1 cosx sgn(sinz) 1 cosx
4sinx 2/| sin z| 4 |sinz|3/2

1 — ) (2cos | sin o] sgn(sin o) — cos o)
= ———— exp| —— ) (2cosz|sinz|sgn(sinz) — cosz) =
4| sin z|3/2 P\ 4sinz &

1 1 '
= W eXp(m) cosz (2sinx —1).

Si ha f’(z) >0 seesolose cosz (2sinx —1) > 0. Per risolvere questa disequazione
osserviamo che in [—m, 7] risulta sinz = 1/2 per x = 7/6 e per = 57/6, da cio si
ricava facilmente che si ha sinz > 1/2 per z € [7/6,57/6]. Il segno di f" & quindi
rappresentato dal seguente schema:

_ _=x
s 5 0

(e}

ol

oot
3
3

2sinz — 1 S [

+
Cosw - - - — |+ + + +] + | +
f'(x) + + + +|- = - -] —-1+

Pertanto f & crescente in |—m, —7/2],in [7/6,7/2] e in [57/6, 7| ed & decrescente
in [—7/2,0[,in ]0,7/6] ein [7/2,57/6], quindi —7/2 e 7/2 sono punti di massimo
locale.

Inoltre 7/6 e 57/6 sono punti di minimo locale. In tali punti si ha

) D () - T ()
(i)l =) -2
n(3)] () - VT (L) =
() () - [ l2) -
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Poiché f(z) ha limite reale per + — —7" e per  — 07, ¢ utile calcolare i
corrispondenti limiti della derivata. Per x — 0~ e per z — —n~ il limite di f'(z)
si presenta in forma indeterminata. Ponendo y =1/(4sinz), si ha

lim f'(z) = lim - Xp(L> lim (cosz (2sinz — 1)) =

20~ 20~ 4| sin x|3/2 P\ Tsinz ) ono-
1
= — lim ——— eV = — | 3/2ey —
ygrfnoo 401/ 4y|3/2 ‘ ygrfnoo2|y| “=0
lim f'(z)= lim ! exp L lim (cosz (2sinz —1)) =
z——mt z——mt 4| sin l‘|3/2 4sinx ) a——nt

1
= lim

— Y = 1 3/2 y _
A agpe @ = Am 2er =0

Pertanto il grafico di f &, approssimativamente, il seguente.

(54)  Poiché la funzione tangente ha dominio R\ {(7w/2) + kx| k € Z} , affinché x
appartenga a dom f bisogna che esso appartenga al dominio della funzione tangente
e che non si annulli il denominatore —2tanz + sin(2z). Quindi deve essere x #
(7/2) + km , qualunque sia k € Z, e —2tanz + sin(2x) # 0. Poiché

sin x —2sinz + 2sinz cos’x —2¢in’x

+ 2sinx cosx = =
COS ¥ COS T COS ¥

—2tanx + sin(2x) = —2

si ha —2tanz +sin(2zx) =0 se e solo se sinz =0, cioe x = km con k € Z. Quindi
dom f & costituito dai reali che non sono né multipli interi di 7 né somma di /2
con multipli interi di 7. Si ha quindi

domf:R\{kg ’ kez}.
Dalla periodicita delle funzioni seno, coseno e tangente segue che f e periodica
di periodo 27 . Inoltre f e dispari, perché, Vx € dom f, si ha

2cos?(—x) — 1 2cos?z — 1

fl=z) = = = —f(z).

- —2tan(—z) +sin(—2z) 2tanz — sin(2x)
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Come richiesto studiamo la funzione in [—7,7]. Essa e dispari, quindi se la si
studia in [0, 7], per simmetria si puo ricavare il comportamento in tutto [—m,7].
Osserviamo che

dom f N[0, 7] :}O,g[u}g,w[.

La funzione f e continua e derivabile, perché quoziente di somma di funzioni
continue e derivabili.
E utile un’espressione di f che contenga solo le funzioni seno e coseno. Si ha:

2cos’r — 1 cos z(2 cos’r — 1)

fle) = - -

—2(sinz/cosx) + 2sinxcose  —2sinx + 2sinz cos’x

cosz (1 — 2cos?x)

2sin’z

Cerchiamo le intersezioni del grafico di f con gli assi cartesiani. Poiché 0 ¢
dom f mnon vi sono intersezioni con ’asse delle ordinate. Poiché per x € dom f si ha
cosz # 0, f(z) si annulla se e solo se 1 —2cos?z =0, cioe se cosz = +1/v/2. Se
x € [0, 7] cio avviene per x =w/4 e x =3w/4.

Poiché per x € |0, 7[ si ha sinx > 0, il segno di f(x) coincide con il segno del
numeratore, quindi risulta dal seguente schema

0 1 5 %7‘( 0

CoS T + + +F |+ + +F - = = == = = =

1 — 2cos’x - = = |+ + + +|+ + + +]- = = =
f(z) - - -]+ + ++|-—- - |+ + + +

Pertanto f e positiva in |r/4,7/2[U]37/4, 7| ed & negativa in |0, 7/4[U]r /2,37 /4].
Studiamo il comportamento di f negli estremi degli intervalli che costituiscono il
dominio.

1 — 2 cos? 1
lim f(z) = lim cos ( - 3COS ?) = — lim ——— = —o0,
z—0+ z—0+ 2sin’x z—0t 2s8in°x
‘ . cosx(l—2cos’x) 0-(1—-2-0)
x—>17512* f(@) x—>17£512* 2sin’x 2.1 ’
1 — 2 cos? 0-(1—2-0
lim f(z)= lim cos { — cos’) = ( ) =0,
z—m/2% z—m/2t 2sin°x 2-1
1 — 2 cos? 1
lim f(z)= lim cosx ( - 3COS x): im —— = +00.
T T 2sin°x z—7r= 28In°x

Le rette x =0 e x = m sono quindi asintoti verticali per f.
La funzione f e derivabile e, per z € dom f , si ha

f/(ZL‘) _ 1 <_ sinz + 6 cosZx sin gj‘) Sil’lg,]] -3 SiHQ,jL’ COS T (COS,I‘ — 9o x) )

(sin®x)2

2
_ (—sinz + 6cos’zsinz) sinz — 3cosx (cosx — 2 cos® x)

2sin*x
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—sin’z + 6 cos?z sin’x — 3 cos?z + 6 cost &

2 sinz

_ —sin’z 4 6(1 — sin®z) sin®z — 3(1 — sin®z) + 6(1 — sin’z)*
n 2sin*x n

.9 .9 -4 92 : .2 c a4
_ —sin Tz +6sin“z — 6sin“x — 3+ 3sin“x +6 — 12sin“z + 6sin“x B
N 2sin* x N
B —4sin’z + 3
N 2 sinz

Il denominatore € sempre positivo, quindi il segno della derivata prima dipende esclu-
sivamente dal segno del numeratore. Si ha f’(x) > 0 se e solo se sin’z < 3/4.
Poiché nell’intervallo [0, 7] la funzione seno & non negativa, tale disequazione equi-
vale a sinz < v/3/2; quest’ultima disuguaglianza ¢ verificata se = < 7/3 oppure se
x > 27/3 (continuiamo a considerare solo i valori di = in [0,7]). Il segno di f’ &
quindi rappresentato dal seguente schema:

0
flo) |+ + + + +| -

el
win

™ ™

3
- - -]+ + + + +|
La funzione f & quindi crescente negli intervalli ]0,7/3[ e |27/3, x| e decrescente
negli intervalli |7/3,7/2[ e |7/2,27/3]; da cio segue che 7/3 ¢ un punto di massimo
locale per f, 2m/3 & un punto di minimo locale per f.

Poiché che f ha limite finito per z che tende a 7/2, per conoscere I'andamento
del grafico vicino a tale punto & utile calcolare il limite di f". Si ha:
—4sin®r+3  —4+3 1

li "(z) = i )
1%11752 1) :vigl/2 2sin*x 2 2

Calcoliamo il valore di f negli estremanti locali.

f(w> _ cos(m/3)(1 —2cos?(m/3))  (1/2)(1—2(1/2)?) 1

3

2sin’(7/3) 2(v3/2)° 33
f(2 W) _ cos(2m/3)(1 — 2cos?(2m/3))  (—=1/2)(1 —2(-1/2)?) 1

2sin®(27/3) B 2(\/§/2)3 B _ﬁ.

Studiamo la convessita. La funzione f’ & derivabile e, per x € dom f, si ha

3

1 —8sinx coswsin*s — 4sin®x cos x(—4sin’z + 3)

f'(x) = =

2 (sinx)2
—8sin?z cosx + 16 cos x sinx — 12 cosx 8sin’x cosz — 12 cos x

2sin’x 2sin’x

_ 2cosz(2sin’z — 3)

sin’x

Poiché sinz & compreso tra —1 e 1, si ha sempre 2sinz — 3 < 0, inoltre in ]0, 7|
si ha sinz > 0, quindi f”(z) > 0 se e solo se cosx < 0, che & vero per z € |7/2,7].
Quindi f”(z) e positivo per x € |71/2, 7| e negativo per x € |0, 7/2[.

Percio f ¢ convessa in |r/2,7[ ed & concava in |0,7/2|.

Il graficodi f ristretta a dom fN[0, 7] € quindi, approssimativamente, il seguente:
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Poiché f e dispari, si puo facilmente ottenere il grafico di f ristretta a dom f N
[—7,0]: esso e il simmetrico rispetto all’origine del grafico visto sopra. Percio il
grafico di f ristretta a dom fN[—m, 7| e:

Osserviamo che questo grafico suggerisce che f , oltre a essere periodica di periodo
27 , sia anche periodica di periodo m ; verifichiamo se cio e vero. Anzitutto si ha

r €dom [ <— ‘v’kGZ,x#kg < VkeZ, v+m#kn/2 <= z+m €dom [,
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inoltre se x € dom f allora

2cos*(x +m) — 1 _ 2(—cosz)*—1

Jla+m) = —2tan(z +7) +sin(2(z + 7))  —2tana + sin(2z)

= f(z);

quindi f e periodica di periodo 7 .

(55)

(56)

(0.v2)

(57)

49



A

(1,1)

» NN

(58)

(59)

A

(2,0)

(1. -3v3)

20



(60)

(61)

o1



(62)

—
—
S
o<t
SN—
—
—
+
e
s
——
—
—
e
N—
~—~
< —|N
_
&<
_
~— ~—
st
_
~ /~
klon —
_ _
N
S
= -
— <t Kl
| |
Wv ~
o)
Rl
SN— —le
_
S
o<t
L

kl©

52



(65)  Scomponiamo la funzione integranda nella somma di frazioni pit semplici.
La scomposizione puo essere fatta con un semplice trucco

T+ 3 _4l’+3—3$_ 4r + 3 —3x 1 3

r(4x +3) x(dw +3) _:1:(4x+3)+a:(4x+3):x 4r+3°

Quindi una primitiva della funzione integranda e
3
x> log|z| — Zlog\4x+3|;

Pertanto I'integrale ¢ uguale a

3 ! 3 3
log|x|—zlog|4x+3| :log|4|—Zlog|4-4+3|—log|1|+zlog|1-4+3|:
1

3 3
=log4 — —log19 + —

1 4log?.

(66) La funzione integranda e il prodotto tra una funzione in cui la variabile x
compare solo come argomento del logaritmo e la derivata della funzione logaritmo,
cioe, posto ¢(x) =logx, si ha
logx ¢(x)
3x(log2x+4) 3((¢ x))Z 1)

log x ; si ottiene

¢'(x).

(
Pertanto, effettuando la sostituzione t = ¢(x) =

[ ——
1 3x(log”x +4) o 3(t2+4)

A meno di costanti moltiplicative, il numeratore della funzione integranda ¢ la derivata
del denominatore, quindi si trova facilmente un primitiva. Si ha

log 2 t log 2 1 ot 1 log 2
/ = / dt = |=log(? +4)| =
o 3(t2+4) , 682+14 6 0

1 1
=5 log(log? 2 + 4) — 6 log 4.
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(67) Laderivata della funzione coseno ¢ la funzione x +— —sinz , quindi la funzione
integranda e il prodotto tra una funzione in cui la variabile compare solo come argo-
mento del coseno e la derivata di tale funzione. E allora evidente che la sostituzione
t = cosx porta trasforma I'integrale in uno piu semplice. Abbiamo

™2 sin x cos x ™2 cosx cos(m/2) ¢
/ 7da::—/ 7(—sinx)d:c:—/ —dt =
g cosz+2 0 cosxT+ 2 050 t+2

0 1
t+2—2 p
:—/ ;dt:/ 1——— ) dt =
L t+2 ] 2
= [t —2log|t +2[], =1 —2log3 + 2log 2.

(68) La funzione integranda ¢ il prodotto di due funzioni di ciascuna delle quali si
trova facilmente una primitiva: il primo fattore ammette la primitiva 2%, mentre il
secondo fattore si presenta nella forma ¢'(z)(¢(z))™3 (con ¢(x) = 5sinz + 2cosx)
e quindi una sua primitiva ¢ —(¢(x))"2/2. Si puo quindi integrare per parti in due
modi diversi; evidentemente e opportuno derivare il fattore 2z , perché con tale scelta
rimane da integrare una funzione in cui la variabile x compare esclusivamente come
argomento delle funzioni seno e coseno, cosa che non accade nell’altro caso.
Si ottiene dunque:

/”/6 —2sinx + 5cosx
2x -
0 (5sinx + 2cosx)3

_1 7'('/6 7r/6 _1
= 2z - —/ 2 - dr =
2(5sinx + 2cosx)? |, 0 2(bsinz + 2 cos x)?

- /6 /6 1
= + dzx .
5sinx + 2 cos x)? / 5sinx + 2 cos x)?
0 0
Il primo addendo e uguale a:

—7/6 .7 w<ﬁ)2:

(5sin(7r/6)+2c:os(7r/6))2 (5 \/§>2 6
R Wl
2 2
7 4 B 2
- 6254+20V3+12 1114603’

Consideriamo ora l'integrale ancora da calcolare. La funzione integranda ¢ quo-

ziente tra una costante e una funzione omogenea di grado 2 in seno e coseno. E quindi
possibile esprimerla tramite la funzione tangente, visto che 'intervallo di integrazione
e incluso nel dominio di tale funzione. Si ha

2

sin“ x

1 _osinfztceos’r oi2g 1 _ tan’z 41

(5sinz +2cosz)”  (5sinz + 2cosx)’ (5 sin N 2) > (5tanz +2)°’
coS T

e quindi opportuno effettuare la sostituzione tanz = t. Visto che x varia tra 0 e
/6, quindi appartiene all'immagine della funzione arcotangente, si ha x = arctant
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e quindi la derivata del cambiamento di variabile & 1/(1 + ¢?). Perciod
/6 1 ™6 tan?x + 1
- dr = ———dr =
o (bsinz + 2cosx)? o (btanz + 2)2

tan(mw/6) 2 1 1 1/V/3 1
= / hi dt = / it =
tano (Ot +2)2 142 0 (5t + 2)2

_{ ~1 ]Wg_ I SO R
5(5t+2) |, 5(i+2) 5:2 25410v3 10
V3

Quindi

™6 _2sinx + 5cosx —x /6 1 1/V3
0 (5sinx + 2cosx)? (5sinx 4+ 2cosx)? |, 5(5t+2) ],

2T V3 i
111+60v3 25+10+/3 '

(69) Nella funzione integranda compare la radice quadrata del polinomio —x? + 4
occorre innanzitutto effettuare una sostituzione che elimini tale radice. Per questo
effettuiamo la sostituzione = = ¢(t) = 2sint; poiché x/2 € [1/2,1] C dom arcsin, si
ottiene t = ¢~1(t) = arcsin(z/2) . Poiché t € [r/6,7m/2] si ha cost > 0, quindi

/_—1’2 arcsin 2 \/W
/ 2costdt =

arcsin 1 2sint
/2 2 cost /2 2 cos? t
= / C,OS 2costdt = / C,OS dt
=6 2sint <6 sint

La funzione integranda puo essere facilmente scritta come prodotto tra una fun-
zione razionale di cost e sint; quindi la sostituzione cost = s trasforma l'integrale
in quello di in una funzione razionale. Si ha infatti

™2 9 cos? t ™2 9cos?t ™2 9cos?t
- dt = ——— sintdt = — sint dt
=6 sint x/6 Sint x/6 1 —cos?t

e con la sostituzione cost = s, tenuto conto che la derivata della funzione coseno e
I'opposto della funzione seno, si ottiene

w/2 2 24 cos(m/2) 252 V3/2 242
/ LSZsintdt:—/ Sst:/ %ds.
=6 1 —cos?t cos(n/6) 1 — S 0 1—s
Il polinomio a numeratore ha lo stesso grado di quello a denominatore, quindi

bisogna anzitutto scrivere la frazione come somma di un polinomio e di una frazione
il cui numeratore abbia grado minore di quello del denominatore. Si ha:

252 252 — 242 2
- — 24 .
1 —s2 1 —s2 1—s2
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Inoltre

2 (I+s)+(1-s) 1+s 1-5s 1 1

1—s2 1—s2 _1—52+1—52—1—3+1+s'

Pertanto si ha

/ Voot /WZ 2" /ﬁ/Z 24—t L) ds=
1 —s2 ds = 0 1+s 1-5) 7

Vo2 =

= [-2s +log |1+ s| — log|1 — s

3+2 2—+v3
:—\/g—i—log\/_;_ — log 2\/_2

I—\/§+log\/_j:/_——\/_+log(7+4\/_)

(70)  Nella funzione integranda compare la radice quadrata del quoziente di due po-
linomi di primo grado; per eliminare la radice € opportuno effettuare una sostituzione
in modo che la nuova variabile di integrazione sia tale radice quadrata. Percio poniamo
t=+/(x+1)/(3z—1), quindi (3z—1)t* = z+1, da cuisiricava (3t>—1)z = t2+1.
Pertanto effettuiamo la sostituzione = = ¢(t) = (t* +1)/(3t> — 1) . Si ha

20(3t* — 1) = 6t(t* +1) 66> —2t—6t°—6t  —8t
(3t2 —1)2 B (3t2 —1)2 T Beo12

¢'(t) =

per x = 1/2 risulta ¢t = /3, per =1 risulta ¢ = 1, per cui si ha

1 L 8t v3 8¢2
V=1 Pl teroe T ) mrnee-n)
/2 V3 1

3t2—1

Dobbiamo integrare una funzione razionale. Anzitutto € necessario fattorizzare
il denominatore. Il polinomio #? + 1 @& irriducibile, mentre il polinomio 3t* — 1 si

scompone in (\/§ t+ 1) (\/§ t — 1) , percio la funzione integranda si scompone in
fratti semplici nella forma

8t? B a N b +cter
B+1)B2-1)  V3t+1 3t—1 2417

con a, b, ¢ e d opportuni numeri reali. Riducendo a denominatore comune
I’espressione a destra, il numeratore diventa

a(V3t—1)#+1) +b(V3t+ 1)+ 1)+ (ct +d) (32— 1) =
3at® + V3 at — at* —a+ V3 bt + V30t + bt + b+ 3ct® — et +3dt? —d =
= (V3a+V3b+3c)t + (—a+b+3d)* + (V3a+V3b—c)t+(—a+b—d).
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Questo numeratore deve essere uguale a 8t?, quindi a, b, ¢ e d debbono soddisfare
il seguente sistema

V3a++V3b+3c=0,

—a+b+3d=8,
V3a+V3b—c=0,
—a+b—d=0.

Sottraendo membro a membro la terza equazione dalla prima e la quarta dalla seconda
si ottiene 4c =0 e 4d =8, dacui ¢ =0 e d = 2. La prima equazione diventa
V3a++v3b=0, quindi a = —b, sostituendo nell’ultima si ha 2b — 2 = 0, quindi
b=1e a=-1.

Abbiamo percio

[ov+1 / d
dr =
/256 3z —1 t2+1 3t2—1)

/ <\/_t+1 \/_t—1+t2+1) dt =
-7

og‘\/_t—i—l‘—i—— log‘\/_t—l‘+2arctant}\/§:
1
\/_ log4 + \}_ log 2 4+ 2 arctan v/3 +
+ % log(\/g—l— 1) — % log(\/g— 1) — 2arctanl =
:—% 10g2+2%+% log@—QZZ
:—% log2+% log(\/§+1)+g.
(71) /12(g;+ 1) (exi;j’;;xf dr =

2

1 1
4 Tlog(e®4+1)— =log(e* +3)| =
e”f+4+36*5’3+2 og(e +1) 2 og(e” + )]1

Lo (e+1)(e+3)

1 1
— 3 2 1 .
Z14+3c? “etdt3el 2% (@43) et

= {—(:c +1)

(72) /x+3d L log(a? + 9) + arct o]’
r = | — 10g(T arctan — =
, 2249 2 %% 3,

L34 2
= og — arctan — — arctan — .
2 %13 3 3

1/2
(73) / (62% + 2) arcsinx dx =
0
2 10 Y25 7310
= [(2x3+2x)arcsinx+§x2\/1—x2+§\/1—x2} :_ﬂ+_\/___'

0
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Yo /1 + 822 1 1 !
(74) /ﬂdx: ~V1+ 822 — = arctan(v1+8z%)| =
o 144z 4 4
1

™
=1-- tanb + — .
4arcan +16

. 1
(75) /1 coshx+4smhxdx: Fezx—§x} :§62_£.
0

coshx — sinh x

1 3
(76) / dx =
0o Vat+ 22242
1 1 '
= [Q\/az4+2x2+2— 3 log(\/x4+2:c2+2+:c2+1)] =

_Vh-wv2 1 (V2
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