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MISURA E INTEGRALE SECONDO
LEBESGUE

In questo capitolo utilizziamo le abituali convenzioni sulle operazioni di addizione e

moltiplicazione in R. Quindi poniamo

VYAER, (foo)+A=A+(£ )::I:oo,
(£00)+(£oo) ==+

YAERT, (foo)- A=A (£ ) +o00,

YAeR™, (£o0) -A=A-(foo)=Foo,
(£o0)-(£oo)=+00
(£00) - (Foo)=—00

Oltre a queste convenzioni, usate correntemente, poniamo (£00)-0=0-(+oc0)=0. Non
definiamo invece I’espressione +o00 + (—o0).

Inoltre in questo capitolo consideriamo I’estremo superiore di sottoinsiemi non vuoti
di R. Formalmente la definizione ¢ la stessa data nel caso dei sottoinsiemi di R ; si considera
Pinsieme dei maggioranti, che in R & sempre non vuoto, perché ogni insieme ha come
maggiorante +00 , tale insieme ha sempre minimo e questo ¢ I’estremo superiore. Pertanto,
dato A CR, se +00 € A, allora supA = +00; se invece +00 € A, e A non ¢ {—oo},
allora supA ¢ P’estremo superiore (in senso reale) di A\ {—oo}, che ¢ incluso in R.

Analogamente si definisce I’estremo inferiore di sottoinsiemi non vuoti di R

1.1 SOMME INFINITE

Nel seguito considereremo somme di una infinitd numerabile di elementi di R non
negativi. Se gli addendi sono reali e dipendono da un indice in N, cio¢ sono i termini di
una successione, risulta naturale vedere la somma come somma di una serie. In generale ci
si puo ricondurre a una serie “numerando” gli addendi, cioe mettendoli in corrispondenza
biunivoca con N. Tale corrispondenza non € unica, quindi, per essere certi che questo mo-
do di definire la somma sia corretto, bisogna verificare che, cambiando la corrispondenza,
cio¢ ordinando in modo diverso gli addendi, la somma della serie che si ottiene non cam-
bia. Questo fatto ¢ vero se gli addendi sono non negativi ed € una semplice conseguenza del
teorema seguente.
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1.1.1 Teorema

Sia (a})pey una successione in [0,+oco[ . Allora

+o00o
Z ap = sup{z ar
k=0 keS

. v

SCN, Sﬁnito}.

DimosTrAZIONE. Qualunque sia S sottoinsieme finito di N, siha § C {k € N|k < maxS}.
Poiché ogni 4, ¢ non negativo, risulta

max § 400
Z ay S a S ag
kes k=0 k=0
pertanto
—+o00
sup{z a, |SCN, § ﬁnito} < ay, .
kes k=0

Viceversa, Y7 €N, si ha

n
Sa= 3 a<wp|{Ta
k=0

SCN, S ﬁnito},

ke{0,1,...,n} kes
Pertanto
—+o0 n
Z a, = supz a, < sup{z a,|SCN, § ﬁnito} :
k=0 n€Np—o keS
Quindi

SEN,Sﬁnito}. [ |

+00
Z a, — SUP{Z ap
k=0

kes

1.1.2 Osservazione. Da questo teorema segue facilmente che la somma d una serie a termi-

ni non negativi non cambia riordinando i termini della serie; cioe se p: N — N ¢ biunivoca,
+w . +w . . . . . e e . . . . . . .

allora 377 a, ;)= >3, % 4; - Infatti p trasforma insiemi finiti in insiemi finiti, quindi

{Z @ (k) SCN, S ﬁnito} = {Z ay,

SCN, S ﬁnito}.
kes kes

Si puo dimostrare che la somma di una serie a termini di segno arbitrario ¢ invariante per
riordinamento dei termini se e solo se la serie € assolutamente convergente, ma in generale
tale proprieta non vale. <

Questo teorema suggerisce un modo di definire la somma di una qualunque famiglia
infinita di elementi di R non negativi, generalizzando il concetto di somma di una serie.
Anche se nel seguito utilizzeremo solo somme numerabili, la definizione puo essere data
per somme di un numero qualunque di termini.
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Definizione di somma di un insieme di numeri non negativi

Sia .o/ un insiemee, Yk € .o/, sia a, €[0,4+00]. Poniamo

Z ap — sup{z ap
ke.of keS

\ J

Scd. S ﬁnito}.

Ovviamente se .¢/ ¢ finito, ’estremo superiore che compare in questa definizione ¢ il
massimo ed ¢ la somma per k € .o/ secondo il consueto significato di somma finita.

1.1.3 Osservazione. Se la somma definita sopra ¢ reale, allora {k € .&/ |2, > 0} ¢ al piu
numerabile.

Infatti, posto, per n € N*, .o/ ={k € .¢/ |a, > 1/n}, risulta

{ke.d|a,>00= ] .9,

neN=

+°°<Z“k> Zak>2—

ke ked, ked,

Si ha

quindi il prodotto di 1/7 per la cardinalita di ./, noneé 400, pertanto ./, ¢ finito. Percio
{k € o/ |a, >0} ¢ unione numerabile di insiemi finiti, quindi ¢ al pit numerabile. <

Vale il seguente teorema relativo alla somma di due somme.

1.1.4 Teorema

Sia .o/ un insieme e, Yk € o/, siano ay, b, €[0,+00]. Allora

Z(dk+b/e): de+2bk.

ke.of ke.o/ ke.of

DiMosTRAZIONE. Sia S C .o finito. Allora

de+bk de+2bk<2ﬂk+2bk

kes kes keS ke ke.of
Pertanto
Z(ﬂk +b) :sup{Z(ak +b,)|SC.e,S ﬁnito} < Z a, + Z by, .
ke kes ke.of ke.of

Dimostriamo la disuguaglianza inversa.
Se > hcyar +by) =400 essa ¢ verificata.
Supponiamo > ;. ,(a; + b,) <400 . Qualunque siano §,7 C .o/ finiti, risulta

Zak-i—Zka Z dk+ Z bk: Z (dk+bk)s Z(dk—'_bk)’

kes keT keSuUT keSUT keSUT ke
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Quindi

Z b, < Z(ﬂk+bk)_z a,

keT ke kes
pertanto

Z by, :sup{z by,

ke.of keT

TC, T ﬁnito} < S+ b)—>a,
ke.d keS

quindi >, b, <+o00 esiha

2= D@ +b)= > by
kesS ke ke.d/
Da ci0 segue

S a=sup{ > a

ke.of kes

Sg VQf, Sﬁl’litO} < Z(ﬂk+bk)—z bk’
ke.o/ ke.d

pertanto > ., a, <—+00 esiha
Zﬂk+2bkgz(ﬂk+bk)' [ |
ke ke.df ke.of

Ovviamente un teorema analogo vale per somme di un numero finito di somme. Rela-
tivamente alle somme infinite di somme vale il seguente teorema.

1.1.5 Teorema

Siano .¢/ , #B insiemie, Yeke€ .o/, Vj € B, sia a;, ; €[0,+00]. Allora.

ZZ%]‘: Z Thyj -
ke JEB (k,j)eof x B

. J

DiMosTRAZIONE. Sia S C .o/ X 9 , finito. Indichiamo con S, e S, I'insieme delle prime
coordinate e delle seconde coordinate di elementi di S rispettivamente, cioe

Sy={ked|IjeB: (kj)eS},
Sp={jeRB|Iked: (kjeS}.

Evidentemente S, e S, sono insiemi finitie S €S, X S, quindi

Doa S D @y =2 > @ <> > 4 <> > 4

(k,7)ES (k,j)ES %S5 keS , €Sy keS , j€RB ked j€ERB

Pertanto

D0 = SUP{ Tk,

(k,j)e.d/ x B (k,j)ES

Sg%x%,Sﬁnito}S ZZ%-
ke.o jeRB
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Figura 1.1.1

Gli insiemi considerati nella dimostrazio-
ne del teorema 1.1.5. In rosso gli insiemi §
(nel piano), S, (inascisse) e S, (in ordi-
nate).

Viceversa, siano S, C ./ e S C 9B finiti. Si ha

Do mi= D S D a4y,

JES gy keS (k,j)ES %S5 (k,j)eod x B
pertanto
PIPITHEETEDID WML NN E D DA
JEBEkES, JES 5 kES (kyj)eo/ x B
Per il teorema 1.1.4, st ha
PIDICIEDIDIT I
keS , jE€RB JEBEkES,,
quindi
> S, =sup{ 3 e, |80 € S, finito| =
ke.o j€RB keS, j€RB
=sup{ > D[S, Sy inivof < ST sy m
JERBkES, (k,j)e.of x B

1.2 MISURA SECONDO LEBESGUE

Esponiamo la teoria dell’integrazione per funzioni definite in sottoinsiemi di R” se-
condo Lebesgue!.

Questa teoria, anche nel caso 7 =1, ¢ piu generale di quella che conduce alla definizione
di integrale secondo Riemann. L’insieme delle funzioni integrabili ¢ piu ampio e 'integrale
ha migliori proprieta, ad esempio rispetto allo scambio tra limiti e integrali.

'Questa teoria dell’integrazione e la teoria della misura che ne costituisce il fondamento prendono il nome
da Henri Léon Lebesgue (Beauvais, Francia, 1875 - Parigi, 1941), che illustro le idee principali in un articolo del
1901 e sviluppod completamente la teoria nella tesi di dottorato del 1902. Lebesgue diede contributi in vari campi
dell’analisi matematica
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Lo sviluppo della teoria dell’integrazione richiede anzitutto la definizione di una misura
per sottoinsiemi di R” . Con questa misura si formalizza il concetto di area per sottoinsiemi
di R? e di volume per sottoinsiemi di R>.

Prima di fare un’esposizione precisa, illustriamo le motivazioni che stanno alla base
delle definizioni che daremo.

La misura di un sottoinsieme di R” sara un numero reale esteso non negativo (cio¢
un elemento di [0,400]). Le proprieta minime che ¢ ragionevole chiedere che siano
soddisfatte da una misura sono:

monotonia: se A C B, allora la misura di A ¢ minore o uguale alla misura di B;
additivita: se ANB =, allora la misuradi AUB ¢ la somma delle misure di A edi B.

Consideriamo anzitutto gli insiemi per cui si puo definire in modo naturale la misura: 1
rettangoli di R?, i parallelepipedi di R e gli insiemi che ne costituiscono la naturale gene-
ralizzazione in dimensione 7, cio¢ il prodotto cartesiano di 7 intervalli limitati; nel corso
di questa discussione informale chiamiamo rettangoli tali insiemi in qualunque dimensione.
Per tali insiemi ¢ naturale definire la misura come prodotto delle lunghezze deti lati, cioe

mis<>n<[a]-, b1)= [ 1t —a,)-

j=1 =1

La definizione puo essere estesa all’'unione di rettangoli che non si “sovrappongono”,
cio¢ che non hanno punti interni in comune. Nel caso del piano cio significa che conside-
riamo I'unione di piu rettangoli che possono avere un lato o parte di un lato in comune,
ma non punti interni in comune. Per questi insiemi la misura ¢ la somma delle misure dei
rettangoli di cui sono unione. Per avere una definizione piu generale consideriamo sia unio-
ni finite che unioni di una infinitd numerabile di rettangoli. Come vedremo nel seguito, la
scelta di considerare anche unioni numerabili consente di migliorare le proprieta della mi-
sura. Chiamiamo plurirettangolo ["'unione di una famiglia finita o numerabile di rettangoli
che a due a due non si sovrappongono. Poiché consideriamo anche unioni numerabili, la
misura di un plurirettangolo puo essere +o0.

Poiché supponiamo che la misura sia monotona, evidentemente ogni A C R” ha misura
minore o uguale alla misura di ogni plurirettangolo contenente A; quindi tale misura ¢
minore o uguale all’estremo inferiore della misura dei plurirettangoli che contengono A.
In questo modo individuiamo una quantita basata sulla approssimazione di A “dall’esterno”
che chiamiamo “misura esterna” e indichiamo con u*. La misura che vogliamo definire ¢
certamente minore o uguale a questa.

St verifica facilmente che la misura esterna cosi definita ¢ subadditiva, cio¢ la misura
esterna dell’unione di due insiemi ¢ minore o uguale alla somma delle misure esterne. In for-
mula: u*(AUB) < u*(A)+ u*(B). Infatti ¢ evidente che 'unione di due plurirettangoli P e
Q che non si sovrappongono ¢ un plurirettangolo, la cui misura € uguale a mis(P)+mis(Q).
Se invece P e Q si sovrappongono allora, eliminando i rettangoli comuni ai due pluriret-
tangoli, si puo ancora vedere P UQ come unione di rettangoli che non si sovrappongono.
In questo caso pero si ha mis(P U Q) < mis(P)+ mis(Q), perché nella somma delle misure
i rettangoli dell’intersezione vengono contati due volte. Quindi se P e Q sono pluriret-
tangoli tali che AC P e B C Q, allora PUQ ¢ un plurirettangolo contenente AUB,
quindi

4 (AUB) < mis(PUQ) < mis(P)+ mis(Q).
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Se nell’ultimo membro si passa all’estremo inferiore rispetto a P contenente A e Q con-
tenente B siottiene u*(AUB) < u*(A)+ u*(B).

Tuttavia la misura esterna non ¢ additiva, cio¢ non necessariamente la misura dell’unione
di due insiemi disgiunti ¢ la somma delle misure. Per provare la disuguaglianza inversa della
subadditivita sarebbe necessario procedere in modo contrario a quanto fatto sopra, dove
siamo passati da due plurirettangoli contenenti A e B alla loro unione che contiene AUB.
In questo caso, dati due insiemi A e B disgiunti, bisogna scomporre un plurirettangolo P
che contiene AUB nell’unione di due plurirettangoli che non si sovrappongono, P, e Pyg,
tali che AC P, e B C Py. Questo non ¢ sempre possibile.

Abbiamo stabilito che, se una misura soddisfa la proprieta di monotonia, allora € minore
o uguale alla misura esterna. Possiamo in modo analogo cercare una quantita che sia minore
o uguale alla misura. Si puo pensare di ripetere il ragionamento precedente, utilizzando
plurirettangoli inclusi nell’insieme, ma cid non ¢ opportuno, perché un insieme con interno
non vuoto non contiene alcun plurirettangolo.

Nel caso che A sia limitato non ¢ difficile individuare un numero minore o uguale alla
misura. Fissato E rettangolo contenente A, lamisuradi £\A ¢ minore ugualea u*(E\ 4),
quindi la misura di A, uguale alla misura di £ meno la misuradi E\A, ¢ maggiore o uguale
a mis(E) — u*(E \ A). Nel corso di questa discussione chiamiamo misura interna questa
quantita.

Verifichiamo che la misura interna € superadditiva, cio¢ se A e B hanno intersezione
vuota allora la misura interna dell’'unione ¢ maggiore o uguale alla somma delle misure
interne. Cio significa verificare che

o mis(E) = (E\(AUB)) > (mis(E) — 4" (E\ A)) +(mis(E)— ' (E \ B)),
uH(ENA)+ i (E\B) > mis(E) + u*(E\ (AUB)).
Posto C=E\A e D=E\B,da ANB=g segue CUD =E ; inoltre
E\(AUB)=EN(AUB)=ENCANCB=(ENCA)NENLB)=CND.
Quindi la disuguaglianza da provare &
4*(C)+ 1*(D) > mis(CUD)+ u*(CND).

Se P e Q sono due plurirettangoli contenenti rispettivamente C e D allora PN Q ¢ un
plurirettangolo contenente CND e PUQ ¢ un plurirettangolo contenente CUD . Inoltre
mis(P)+ mis(Q) = mis(P U Q)+ mis(P N Q), perché nella somma delle misure 1 rettangoli
che costituiscono I'intersezione vengono contati due volte. Pertanto

mis(CUD)+ u"(CND) < mis(PUQ)+ mis(PNQ)=mis(P)+ mis(Q).

Se nell’ultimo membro si passa all’estremo inferiore rispetto a P contenente C e Q con-
tenente D si ottiene mis(CUD)+ u*(CND) < u*(C)+ u* (D).

Se consideriamo insiemi per cui la misura interna coincide con la misura esterna, e
quindi con la misura che vogliamo definire, si ha sia la subadditivita che la superadditivita,
quindi si ha additivita. Pertanto una scelta naturale ¢ quella di definire la misura solo per
gli insiemi per cui vale questa uguaglianza; tali insiemi saranno detti misurabili. L'ugua-
glianza tra misura interna e misura esterna significa che u*(A) = mis(E)— u*(E \ A), cioe
W (A)+ u (E\A)=mis(E), con E rettangolo contenente A.
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Nella discussione sulla misura interna abbiamo considerato solo insiemi limitati; € op-
portuno costruire una teoria che consideri anche gli insiemi illimitati. Per questo risulta
conveniente evitare di trattare la misura interna e chiamare misurabili gli insiemi per cui
vale una condizione del tipo u*(A)+ u*(E \ A) = mis(E) anche quando E non ¢ un ret-
tangolo o non contiene A. Ovviamente se £ non ¢ un rettangolo o un plurirettangolo al
posto di mis(E) vaconsiderata u*(E), mentre, per tenere conto che puo non essere A C E |
si considera u*(ENA) invece che u*(A).

Nel definire la misura esterna di un sottoinsieme A di R” possiamo introdurre una
semplificazione. Abbiamo finora considerato plurirettangoli, cioé unioni di famiglie finite
o numerabili di rettangoli che non si sovrappongono, e abbiamo associato a un plurirettan-
golo la somma delle misure dei rettangoli che lo compongono. L'unione di una famiglia
finita 0 numerabile di rettangoli, anche se alcuni di loro si sovrappongono, ¢ ancora un
plurirettangolo, perché si possono “buttare via” le parti di plurirettangoli che si sovrappon-
gono, ottenendo una famiglia di rettangoli che non si sovrappongono con la stessa unione.
La misura del plurirettangolo cosi ottenuto € ovviamente minore della somma delle misure
dei rettangoli della famiglia. Quindi, se consideriamo tutte le famiglie di rettangoli la cui
unione contiene A e a ogni famiglia associamo la somma delle misure dei rettangoli che
la costituiscono, otteniamo un insieme che ha lo stesso estremo inferiore dell’insieme delle
misure dei plurirettangoli contenenti A. Quindi possiamo definire:

(A=

:m%Zme

¢/ ¢ finito o numerabile, Yk € .¢/, P, ¢ un rettangolo, A C U Pk} .
ke.o

ke.of

In questo modo non € necessario premettere alla definizione di misura esterna la definizione
di misura dei plurirettangoli, definizione che ¢ piuttosto complessa.

1.2.1 MISURA ESTERNA

Formalizziamo quanto illustrato nella discussione precedente, definendo anzitutto la
misura esterna di un sottoinsieme di R” e studiandone le proprieta.

Definizione di intervallo compatto di R”

Chiamiamo intervallo compatto di R” ogni insieme del tipo

I1=Xla;,b]
j=1

con aj,b]-E]R,tali che a; Sb]-,per 1=12,...,n.

\ J

In questa definizione si richiede che sia @; < b;; se per un ; risulta a; = b;, allora
I'intervallo compatto ha interno vuoto. Ad esempio un segmento parallelo a uno degli assi
cartesiani € un intervallo compatto. Anche un insieme costituito da un punto ¢ un intervallo
compatto. Questa scelta consente di semplificare alcuni discorsi successivi. In particolare
I’intersezione di due intervalli compatti, se non ¢ vuota, ¢ sempre un intervallo compatto.

Se un intervallo compatto ha interno vuoto diciamo che ¢ degenere.
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\
[
by b 2
ay foo )
? | Figura 1.2.1
| .
o | | Un intervallo compatto (a
: : : sinistra), un intervallo com-
@ b, a = by patto degenere (a destra).

Definizione di misura di un intervallo compatto

Sia [ = )(;.Zzl[aj, b;] un intervallo compatto di R”. Chiamiamo misura di / il
numero

=i

7~

J

Evidentemente la misura di un intervallo compatto ¢ un numero reale non negativo.
Essa ¢ nulla se e solo se I'intervallo ¢ degenere.

Nel piano un intervallo compatto ¢ un rettangolo e la misura ¢ la sua area. Nello spazio
tridimensionale un intervallo compatto ¢ un parallelepipedo e la misura ¢ il suo volume.

Definizione di ricoprimento lebesguiano

Sia A C R”. Chiamiamo ricoprimento lebesguiano (r. 1.) di A ogni famiglia
finita 0 numerabile di intervalli compatti di R” {[, |k € .o/}, tale che

Ac L.

ke.of

Figura 1.2.2
Esempi di ricoprimenti lebesguiani.

1.2.1 Osservazione. L'insieme .o/ degli indici che compare nella definizione dir. L. € finito
o numerabile; se ¢ finito puo essere messo in corrispondenza biunivoca con {0,1,...,7},
per un n € N opportuno, se ¢ numerabile pud essere messo in corrispondenza biunivoca
con N. Quindi, cambiando gli indici, si puo sempre supporre che sia ./ C N. Tuttavia non
chiediamo che I'insieme degli indici sia un insieme di numeri naturali, perché in alcune di-
mostrazioni si considerano contemporaneamente piu insiemi di indici diversi tra loro. <
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1.2.2 Osservazione. Ogni sottoinsieme di R” ha un r. I Infatti  J,_[—k,k]" = R,
pertanto, qualunque sia A CR”, {[—k,k]" |k €N} ¢unr. 1 di A. <

Definizione di misura esterna

Sia A CR”. Chiamiamo misura esterna di A il numero reale esteso

uH(A) = inf{ S mis(ly) | {I [k €./} ér. L diA}.

ke.of

Poiché A ha almeno un r. 1., 'insieme che compare in questa definizione € non vuo-
to, inoltre ¢ incluso in [0,4+00]. Quindi la definizione di misura esterna ¢ ben posta e
" (A) €[0,400].

Definizione di insieme di misura nulla

Sia A CR”. Diciamo che A ha misura nulla quando u*(A)=0.

1.2.3 Osservazione. Se A CR” ¢ finito o numerabile, allora u*(A)=0; infatti in questo
caso {{x}|x €A} ¢unr.l.di A costituito da intervalli compatti degeneri, quindi la somma
delle misure ¢ 0. <

1.2.4 Esempio. Nel piano R? consideriamo la retta R x {c}, con ¢ € R; tale insieme ha
misura nulla.

Per provarlo consideriamo {[—k,k] x{c}|ke N} . Questo ¢ un r. 1. della retta e si ha

fmis([—k,k]x{c}):fO:O. <
k=0 k=0

1.2.5 Esempio. Nel piano R? consideriamo la retta A = {(x, y)ER|x= y} ; insieme A
ha misura nulla.
Sia ¢ € RY; poniamo s, =0 e, per keN*, 5, = Zle 1/7 . Poniamo inoltre

I, = [ESk—pgS/e]z’ = [_55k’_€5k—1]2'

Poiché la serie armonica ¢ divergente, lim, ,, s, = 400, quindi, se x € R™, allora
dk e N* tale che s, <x <s,, quindi x €,. Analogamente, se x € R™, allora 3k € N*
tale che x €, . Pertanto {[, |k e N*}U{/, |k €N*} ¢unr.l.di A. Siha

400 . +o00 . +00 = 1
; mls(]k)Jr; mis(J,) = 2; (s, —sp_ ) = 2; o 2.

Poiché la serie armonica generalizzata di esponente 2 ¢ convergente, >/ (1/k%) € R,

quindi inf{Z >0 (1/k%)e* | € ]R+} =0. Percio u*(A)=0. <
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o s R —e—¢/2—c/3 Figura 1.2.3
IIZE Il ricoprimento lebesguiano della
L retta di equazione y = x intro-

dotto nell’esempio 1.2.5.

1.2.6 Esempio. In R” consideriamo un iperpiano parallelo agli assi cartesiani, ciog¢, per
J€1{1,2,...,n} e c €R, consideriamo A = {x €R"|x; = c}; I'iperpiano ha misura nulla.

Per semplificare la notazione supponiamo j = 7. Linsieme {[—k,k]"" x {c} |k € N}
eunr.l.diAe

+ o0 +oo
> mis([—k, k] x {c}) =D 0=0.
k=0 k=0
Quindi u*(A)=0. <

1.2.7 Esempio. Linsieme @ x R ha misura nulla.
Per g € Q e k €N poniamo I, ={gq} x [—k,k]. Poich¢ Q) e N sono numerabili
anche @ x N ¢ numerabile, quindi {/,;|q € Q, & € N} ¢ una famiglia numerabile di

intervalli compatti. Si ha
U fu= U<U({q} x [—/e,/e]>> = (g} xR) =@ xR;
q€Q, keN q€Q \keN q€Q

pertanto {/,,[g € Q,k € N} ¢unr. L di Q xR. Poiché ciascuno degli intervalli della
famiglia ha misura 0, risulta 3 ¢ penmis(Z, ;) =0, quindi @ xR ha misura nulla. ~ <

Per gli intervalli compatti la misura esterna coincide con la misura definita come pro-
dotto della lunghezza dei lati; abbiamo cioe il seguente teorema.

1.2.8 Teorema

Sia I un intervallo compatto di R”. Allora u*(I)=mis(/).
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Questo teorema ¢ del tutto intuitivo, ma non ¢ semplice provarlo. Alla dimostrazione
premettiamo alcuni lemmi.

Se E ¢ un insieme finito, indichiamo con #E il numero di elementi di E

Se N € N*, poniamo Z/N = {m/N|m € Z}; questo ¢ I'insieme dei numeri razionali
che possono essere scritti come frazione con denominatore N . Evidentemente Z/1 =7

Sia I un intervallo compatto di R”. Si ha

s = I #IN(Z/N)")
mis = ]\1_1}’_’1_1Oo —N” o

DimostrAZIONE. Consideriamo anzitutto il caso n» =1.
Sia I =[a,b]. Se [a,b]N(Z/N)+# @, siano q,r €Z tali che

%:min([n,b]ﬂ(Z/N)), % :max([a,b]ﬂ(Z/N)).

Evidentemente si ha #([4,5]N(Z/N))=r —g+1. Inoltre risulta

q__l Si’ st<7‘+l,
N N N N
da cui, sottraendo membro a membro, segue
_ —g+2
d ng_ﬂ<$’
N
cioe . . .
r—q-+
b—a——<——<b—a+—.
a N N < a-I—N
Pertanto
1 #[a,b1N(Z/N 1
b—a——< ([ 1N/ )>Sb—d—|——.
N N N

Se [a,b]N(Z/N)=@, allora b—a < 1/N,quindi b—a—1/N <0< b—a+1/N eanche
in questo caso vale la disuguaglianza scritta sopra.

Pertanto limy ., #([a, 61N (Z/N))/N = b —a=mis(I).

Consideriamo ora 7 arbitrario.

Sia I = X] \la;,b;]. Evidentemente si ha I N(Z/N)" = X:‘L:1([ ;1N (Z/N)),

quindi
#HIN(Z/N)") ]_[# a;,b;]N(Z/N)).
Allora, per quanto dimostrato nel caso #» =1, si ha

#IN(Z/N)")  * . #([a;, ]] (Z/N)) =

m —_l_[ :1_[ j—a;)=mis(/). W
N—+oo Nn ].le—>—|—<>0 ]:1
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1.2.10 Lemma

Siano 1,1},1,...,1, intervalli compatti di R”. Se I C Uzzllk , allora risulta

p
mis(/) < Z mis(f).
k=1

\ J

DimosTRAZIONE. Poiché I C UZ:llk , si ha anche
P
N(Z/NY' C <U1k> (Z/NY" U N(Z/N)")
quindi #(1 N (Z/N)”) < ZZ:I #(Ik N (Z/N)”) , da cui, per il lemma 1.2.9, segue

#(IO(Z/N)”)< 4 . #(L,N Z/N)” 4

Zmls 1,). |

mis(/) = lim < Z
N—+o0 N7~ = N—+o0

Siano [ un intervallo compatto di R” e ¢ € R*. Allora esiste J intervallo
compatto di R” tale che 7 Cint] e mis(J) < mis(/)+e¢.

DIMOSTRAZIONE. Sia [ = X;Z:1[“ b.]; per & € R" indichiamo con [ intervallo com-

7°77
patto X;z:l[a]- —3,b;+J]. Risulta 1 Cint]Jy . Inoltre.

mis(Jy) = ﬁ(b]- —a; +29) e ﬁ(b]- —a;)=mis(]).
7=1 7j=1

Pertanto, scegliendo & opportunamente, risulta mis(Jy) < mis(/)+ ¢ . [

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.2.8. Poiché {I} eunr.l.di I, mis(J) ¢ uno degli elementi
dell’insieme il cui estremo inferiore ¢ u*(). Quindi x*(7) < mis(/).

Dimostriamo che u*(I) > mis(/); per questo ¢ sufficiente provare che se {I, |k € .o/}
cunr. L. di I allora mis(7) <>, ., mis(Z,).

Se .¢/ ¢ finito la disuguaglianza ¢ conseguenza immediata del lemma 1.2.10.

Se .o/ ¢ infinito, per semplificare la notazione possiamo supporre .o/ = N. Per il
lemma 1.2.11, fissato ¢ € R", per ogni k € N esiste un intervallo compatto J, tale che
I, CintJ, e mis(J,) < mis(I,) 4 ¢/2¢. Allora I C Upenint/e > quindi {int/, |k € N}
¢ un ricoprimento aperto del compatto I; pertanto esiste un sottoricoprimento finito
{int]kl,int]kz, ... ,int]kp} . Per il lemma 1.2.10, s1 ha

P 400 400 +o00
mis(/) < Z mis(f,) < Z mis(J,) < Z <mis(]k) + 2%> = Z mis(,) + 2¢ .
=1 k=0 k=0 k=0

Per Parbitrarieta di ¢ si ha quindi mis(Z) < >3 mis(Z,). u
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Studiamo ora le proprieta elementari della misura esterna.

1.2.12 Teorema (proprieta della misura esterna)

Siano A,B CR”. Allora:
D w)elo+ool;
II) se ACB,allora u*(A) < u*(B);
M) w(2)=0, u"(R")=+oo;
IV) se A e finito o numerabile, allora u*(A)=0;
V) se A e limitato, allora u*(A) < +oo.

\ J

DimosTRAZIONE. I)  Segue immediatamente dalla definizione.

II) Se ACB alloraognir.l.di B ¢ancher.1.di A, quindi'insieme il cui estremo inferiore
¢ u*(A) contiene I'insieme il cui estremo inferiore ¢ u*(B). Pertanto u*(A) < u*(B).

II) Qualunque famiglia di intervalli compatti di R” ¢ un r. I. di &, in particolare una
famiglia che contiene solo un intervallo degenere. Poiché la misura di un intervallo degenere
¢ 0, u'(@)=0.

Qualunque sia & € N, si ha [—k,£]" C R”, pertanto, per I’affermazione II e per il
teorema 1.2.8 si ha

@ (R”) 2 [k, k") = mis([—k,RT") = (26)";

quindi u*(R”)=+o00.
IV) Se A ¢ finito o numerabile, allora ¢ unione di una famiglia finita o numerabile di

insiemi con un elemento, ciascuno dei quali € un intervallo compatto degenere, quindi tale
famiglia ¢ unr. 1. di A e la somma delle misure dei suoi elementi e O.

V) Se A ¢ limitato, allora 3k € N tale che A C[—k,k]". Pertanto {[—/e,/e]”} eunr. L
di A, quindi u*(4)< mis([—k,k]”) , percio u*(A) < +oo. u

1.2.13 Teorema (subadditivita numerabile della misura esterna)

Sia {A, |k € ./} una famiglia finita 0 numerabile di sottoinsiemi di R”. Allora

y*( U Ak> <D (A
ke.of ke.of

. J

DIMOSTRAZIONE. Se > .., 4" (A,) =400, allora la disuguaglianza ¢ verificata.
Consideriamo il caso D> ;e o 1" (A,) < +00 e, per semplificare la notazione, supponia-
mo .o/ CN.
Fissiamo ¢ € R*. Per definizione di misura esterna, Yk € .&/, esiste un r. 1. di A,
{I,;17 € By}, tale che
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Aggiungendo eventualmente infiniti intervalli compatti di misura uguale a 0, possiamo
supporre che, per ogni &, il ricoprimento {f}, ;|j € 98,} sia numerabile e, rinominando

gli indici, che sia 98, =N. Si ha

JacUUL= U &y

ke.d ke.of jEN (k,j)e.of xN

«f x N ¢ prodotto cartesiano di un insieme finito o {Ik,]- |(k,j) € .e/ xN} ¢unrl di
Ukeﬂ, A, . Quindi, per il teorema 1.1.5, si ha

IU*<UA/<: mis(fy ;)= > > mis(f; )<Z< >S

ke.of > (k,7)e.o/ XN ke.of jEN ke.of

<Z,u Ak)—I—sz Z,u (Ap)+2e.

ke keN ke

Vista Parbitrarieta di ¢ il teorema ¢ provato. [

Poicheé la misura di un intervallo compatto dipende solo dalla lunghezza dei suo lati, se
si trasla un intervallo compatto si ottiene un intervallo compatto che ha la stessa misura.
Da qui segue immediatamente che questo vale anche per la misura esterna di un qualunque
insieme. Abbiamo quindi il seguente teorema.

1.2.14 Teorema (invarianza della misura esterna per traslazioni)

Siano ACR” e ceR”. Posto B={x+c|x€A},siha u*(B)= u*(A).

DimosTRAZIONE. Poniamo
T:R” ->R”, T(x)=x+c.
Evidentemente B=T(A). Se I = )( _,[a;,b;] ¢ un intervallo compatto di R”, allora

j=1

¢ un intervallo compatto di R” e
n

mis(T(])) = l_[((bf + Cj)—(dj + Cj)> = ﬁ(bj —ﬂj) =mis(/).

j=1 =1

La famiglia {7, |k €./} ¢unr. 1. di A seesolose {T(l)|ke.o/} ¢unr. 1. di T(A) e

st ha
Zmis Ik) Zmls I,).

ke.d ke.d
Pertanto ,u*(T(A)) = u*(A). |
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1.2.2 MIiSuURrA

La misura esterna ¢ definita per ogni sottoinsieme di R” , ma, come osservato sopra, non
gode di buone proprietd, quindi si utilizza la misura esterna solo di insiemi di una classe
particolare. Introduciamo quindi il concetto di insieme misurabile, dando una definizione
suggerita dalla discussione preliminare.

Definizione di insieme misurabile secondo Lebesgue e di misura

Sia A CR”. Diciamo che A ¢ misurabile secondo Lebesgue quando, YE CRR”,
si ha

Wi (E) = u (ENA)+ u*(ENCA).

Indichiamo con . (R”) I’insieme dei sottoinsiemi misurabili di R”.
Se A C R” ¢ misurabile chiamiamo misura di A, e indichiamo con u(A), il
numero reale esteso u*(4).

\ J

Figura 1.2.4

Per stabilire se un insieme A ¢ misu-
rabile si confronta la misura esterna
di un qualunque insieme E con quel-

le degli insiemi ENA e ENCA.

1.2.15 Osservazione. Poiché (CA = A, dalla definizione segue che A € .4 (R") se e solo
se LAe #(R"). <
1.2.16 Osservazione. Per la subadditivita della misura esterna si ha sempre
W (E) < ' (ENA)+ i (ENCA);
quindi per dimostrare che A ¢ misurabile ¢ sufficiente dimostrare che, YE CR”, si ha
Wi (E)> u(ENA)+ u*(ENCA).
Evidentemente questa condizione ¢ certamente verificata se u*(E)=4o0. <

Studiamo le proprieta elementari della misurabilita.

1.2.17 Teorema
Sia ACR”. Se u*(A)=0,allora Ae #(R").
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DimosTrAZIONE. Sia E CR”. Per il teorema 1.2.12, affermazione II, si ha
#(ENA)+p (ENLA) < w(A) + u'(E) = u'(E),
pertanto A ¢ misurabile. [

1.2.18 Osservazione. Se A ¢ finito o numerabile, allora u*(A) =0 (v. osservazione 1.2.3),
quindi questo teorema assicura che ogni insieme finito o numerabile ¢ misurabile. <

1.2.19 Osservazione. Ovviamente se A ¢ contenuto in un insieme di misura nulla, allora
ha a sua volta misura nulla, quindi questo teorema assicura che ¢ misurabile. <

1.2.20 Teorema

Siano A,B € #(R"). Allora:
I) AUBe #(R"), ANBe M (R"), A\Be #(R");
II) se ACB, allora u(A) < u(B);
IIT) se ANB =@, allora u(AUB)= u(A)+ u(B);
IV) se BCA e u(B)<+oo,allora u(A\B)= u(A)— u(B).

. J

DimostrAZIONE. I) Dimostriamo anzitutto che AUB € .4 (R").
Poiché A,B € #(R"), qualunque sia E CRR”, si ha

p(EN(AUB))+ u*(ENCAUB)) =
=@ ((EN(AUB))NA)+ ' ((EN(AUB))NCA)+ u*(ENCANCB) =
= (ENA)+ u (ENBNLA)+ u(ENCANCB) = u*(ENA)+ u*(E NCA) = u*(E).
Percio AUB € M (R").
Pertanto anche ANB =((CAUCB) e A\ B=ANCB sono misurabili.

II) Se A C B, allora, per le proprieta della misura esterna 1.2.12, affermazione II, si ha
©*(A) < u*(B), quindi la disuguaglianza vale anche per le misure.
III) Supponiamo ANB=g. Siha (AUB)NCA =(ANCA)U(BNCA)=B; poiché A ¢

misurabile risulta

#AUB) = u*(AUB) = w*((AUB)NA)+ u* (AUB)NLA) = u*(A)+ u*(B) = u(A)+ w(B).

IV) Supponiamo B C A, allora A = (A\B)UB e (A\ B)NB = &, pertanto, per
’affermazione I1I, si ha u(A)= u(A\B)+ u(B), quindi u(A\B)= u(A)— u(B). n

1.2.21 Osservazione. Applicando pit volte questo teorema, si prova che I'unione e I'in-
tersezione di un numero finito di insiemi misurabili € misurabile e che la misura dell’u-
nione finita di insiemi misurabili a due a due disgiunti ¢ la somma delle misure dei singoli
insiemi. <

Abbiamo finora studiato unioni e intersezioni finite di insiemi misurabili; vediamo ora
le proprieta di unioni e intersezioni numerabili. Premettiamo un lemma utile allo studio
di queste proprieta.
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Siano A,B€ M (R") e ECR”.Se A e B sono disgiunti, allora

#*(EN(AUB)) = u*(ENA)+ u*(ENB).

DimosTRAZIONE. Poiché A e B sono disgiunti si ha (AUB)NCB = A, quindi
p (EN(AUB)) = w*((EN(AUB))NB)+u*((EN(AUB))NLB) = u*(ENB)+u*(ENA). m

Evidentemente questo lemma vale anche per "'unione finita di insiemi misurabili a due
a due disgiunti.

1.2.23 Teorema (additivita numerabile della misura)

Sia {A, |k eN} C . #(R"). Allora:
I) UkeNAke‘%(Rn)’ ﬂkeNAke'%GRn);
II) segli A, sono a due a due disgiunti, allora (|, y4%) = D% w(Ay)

. J

DimostrAZIONE. I) Dimostriamo anzitutto che, se gli A, sono a due a due disgiunti,
allora | J, A € M (R").
Per l'osservazione 1.2.21, Y p € N risulta Z:OA/@ € M (R"), quindi, per ogni £ CR”,

si ha
p p
,u*(E):,u*<EﬂUAk>+,u*<EﬂEUAk>. (1.2.1)

Per il lemma 1.2.22 st ha

4 p
,u*<E n UAk> =S u(EN4y);
k=0 k=0

inoltre CUZ:OAk D by A » quindi u*(C UZ:OAk) > @ (CU,enA4r ) pertanto dall’u-
guaglianza (1.2.1) segue che, Vp € N, st ha

r
pE) =D (ENAL)+ ,u*<E iy Ak> :
k=0 keN
Laserie 3% u*(ENA}) ¢ atermini non negativi, quindi regolare, pertanto risulta

+00
©(E)Z D (ENA)+ M*<E ne UAk>,
k=0 keN
da cui, per la subadditivita della misura esterna 1.2.13, si ottiene

u(E) Zf u'(E ﬂAk)+(u*<EﬂE UAk> > {u*<U(E ﬂAk)> +{u*<E ol UA/e> =
k=0

keN keN keN
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- M*<E n UAk> + y*<E ne UAk> > u*(E).
keN keN
Percio tutti i membri della precedente catena di disuguaglianze sono uguali, quindi | J, 4,

¢ misurabile e si ha

Zy (ENA)+ u* <EﬂCUAk> (1.2.2)
k=0 keN
Consideriamo ora il caso generale, senza 'ipotesi che gli A, siano a due a due disgiun-

ti. Per dimostrare che [ J, onAp ¢ misurabile dimostriamo che ¢ uguale all’'unione di una
famiglia numerabile di insiemi misurabili a due a due disgiunti.

Poniamo C, = A, e, per p € N*, Cp = AP \UZ;;Ak. Gli insiemi C, sono a due
a due disgiunti e, per I'osservazione 1.2.21, sono misurabili. Si ha |, Cp = e 4 -
Infatti, Yk €N, siha C, CA,, quindi UkeN C,C UkeNA/e . Viceversa, sia x € UkeNA/e .

Indichiamo con p il minimo indice tale che x €A, evidentemente x € C,, quindi x €
Upen G - Questo prova che | J, A €,y Ci € quindi vale anche I'uguaglianza.
Per quanto dimostrato sopra |_J, G, € #(R”), quindi | J, A, € #(R").

Poiché I'intersezione ¢ il complementare dell’unione dei complementari, I’affermazione
relativa all’intersezione segue subito da quella relativa all’'unione.

II) Segli A, sono adue a due disgiunti, allora dall’uguaglianza (1.2.2) con E = UP Ay

risulta
+00
,u*<UAP> Zy <UA ﬂAk>+,u <UA ﬂEUAk>:Zy*(Ak). r
peN =0 pEN peN keN k=0

Se una successione di insiemi ¢ crescente o decrescente, dal teorema di additivita della
misura si ricavano teoremi relativi al limite della misura.

Sia {A, |k eN} C . #(R").
I) SeVkeN,siha A, CA,,,,allora

#<UA/e> = lim u(Ag).

beN k—+oc0
II) Se VkeN,sihaA,  CA, e u(A,) <+oo,allora

1) it

keN

. J

DivosTrAZIONE. I) Se esiste ¢ € N tale che u(A,) = 400, allora, per £ > ¢, risulta
u(Ay) =00, quindi limy,_,, ., u(4,) = +o00; inoltre u(| J,cnAz) = +00, percio la tesi

¢ verificata.
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Se invece Yk € N, u(A,) < +o0, poniamo By =A, e, per k €N*, B, = A, \A,_,.
Per il teorema 1.2.20, affermazione I, ciascun B, ¢ misurabile, si ha u(B,) = u(4,) e, per
il teorema 1.2.20, affermazione IV, Vk € N*, risulta u(B,) = u(A,)— u(A,_,). Inoltre

i By sono a due a due disgiunti e | J, By = J,yyAs - Pertanto, per il teorema 1.2.23,
affermazione II,

N<UAk>=M<UBk>=:Zj (Be) = u( o)"‘Z (Ap)— u(A_y) =

keN keN
=pEr+noo< o)+Z (A 1))>—P£r+nooﬂ( ).

II) Poniamo, Yk € N, C, = A;\A,. Per k€N siha C, € #A(R") e C, C Cpy;
pertanto, per I’affermazione I,

,u<U Ck>— lim w(C,). (1.2.3)

keN e
St ha
UG =@\ 4 =4\ A4,
keN keN keN

Quindi, poiché u(A,) < +o0, per il teorema 1.2.20, affermazione IV, si ha

/U<U Ck> = /U(Ao)_lu<ﬂAk>’
keN keN

analogamente, per ogni k, si ha u(C,) = u(4,)— «(A,). Pertanto dall’'uguaglianza (1.2.3)

segue

<Ao>—~<ﬂAk>— lim p(C)= lim (uAo)—p(Ay) = (o) lim_u(Ay),

beN k—+o00 k—+00

da cui segue la tes. [

Dal teorema 1.2.14 si ottiene immediatamente il seguente teorema.

1.2.25 Teorema (invarianza della misura per traslazioni)

Siano ACR” e c € R”. Posto B={x+c|x €A}, si ha B #(R”) se e solo
se A€ M (R”) ein tal caso si ha u(B)= u(A).

1.2.3 TIPOLOGIE DI INSIEMI MISURABILI

Finora gli unici insiemi misurabili che abbiamo visto sono gli insiemi di misura nulla.
Stabiliamo la misurabilita di altri insiemi. Verifichiamo anzitutto che gli intervalli com-
patti sono misurabili. Poiché ogni intervallo compatto ¢ intersezione di semispazi chiusi,
dimostriamo anzitutto che 1 semispazi chiusi sono misurabili.
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1.2.26 Teorema

Siano c €R, j €{1,2,...,n}. Allora {x €R"[x; <c} e {x €R"[x; > c} sono

misurabili.

DmmosTRAZIONE. Dimostriamo che {x € R”|x; < ¢} € 4(R"); in modo analogo si
dimostra che {x € R"[x; > c} € #(R"). Poniamo A={x €R"|x; <c}.
Sia ECR”.Se {[,|ke€ .o/} ¢unr.l.di E, per k € o/ poniamo

I, ={xel|x; <c}, If={xel|x;>c}.

Ciascuno degli I e I]: , se non ¢ vuoto, ¢ un intervallo compatto; inoltre si verifica
facilmente che mis(Z,) = mis(/,") +mis(Z,"), (dove la misura ¢ O se I'insieme ¢ vuoto).

Poniamo

o ={ked|I #0o}, o, ={ke.d | #2}.
Si ha
U= (kaA):< g Ik>ﬂA2EﬂA,
ke.d_ ke.d_ keol_
quindi {7 |k €./ } ¢unr.l.di ENA. Analogamente {I} |k € .¢/,} ¢unr. 1. di ENCA.

Percio

HENA)+p (ENCA) S D mis()+ > mis([) =D mis(/;)+ > mis(I}) =

ke.d_ ke.d/, ke.d ke.d
= > (mis(I;)+mis(1)) = > mis(l}).
ke.df ke.df

Pertanto

UH(ENA)+ 1 (ENLA) < inf{ S mis(ly)

(L |ked)rl. diE} = W (E).
ke.d

Quindi A ¢ misurabile. |

Iy =1, I 13+ E
e
I I
~N_ | Figura 1.2.5
4 [lustrazione della dimostrazione

del teorema 1.2.26
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1.2.27 Teorema

Sia I un intervallo compatto di R”. Allora:
) IeM(R")e u(l)=mis();
) int/e #A(R”)e u(intl)=mis(/).

DmvosTtrAZIONE. I) Dintervallo compatto I ¢ intersezione di 27 semispazi chiusi, che
sono misurabili per il teorema 1.2.26. Pertanto, per l'osservazione 1.2.21, I ¢ misurabile.

Inoltre, per il teorema 1.2.8, u*(I) =mis(/), quindi u(I)=mis(/).

II) Linsieme int/ ¢ intersezione di 27 semispazi aperti, che sono complementari di semi-
spazi chiusi, quindi sono misurabili. Pertanto, per 'osservazione 1.2.21, int/ ¢ misurabile.

Poiché int/ C I si ha p(int/) < u(l) = mis(/). Proviamo la disuguaglianza inversa.
Se mis(/) =0, ovviamente mis(/) < u(int/) Se mis(/) >0, allora I = ijl[aj, b.], con
a; <b; perogni j.Se & € R" ¢ sufficientemente piccolo si ha a; +38 < bj—é\ e 'insieme

Js = )(;.Zzl[a j+38,b;—38] ¢ un intervallo compatto contenuto in int/ . Pertanto si ha

n

u(intI) > mis(Jy) = l_l(b]- —a;—29) P ﬁ(b]- —a;)=mis().
=1

j=1
Pertanto u(int/) > mis(/) e si ha 'uguaglianza. u

Da questo teorema e dal teorema 1.2.23, affermazione I segue che 'unione numerabile
di intervalli compatti ¢ misurabile. Percio il seguente teorema assicura la misurabilita degli
insiemi aperti.

1.2.28 Teorema

Sia A C R” aperto. Allora A ¢ unione di una famiglia numerabile di intervalli
compatti a due a due con interni disgiunti. Tali intervalli possono essere scelti in modo
che ognuno di essi abbia tutti i1 lati di uguale lunghezza.

DimosTRAZIONE. Per £ € N indichiamo con 6, I'insieme degli intervalli compatti pro-
dotto di 7 intervalli di lunghezza 27 del tipo [g/2%,(g 4+ 1)/2*], con g € Z . Poniamo

cioe
_[S[% 4t
‘gk—{><1[2—,e, 2 ]
]:

41"]2’---’%62}-

Poiché Z” ¢ numerabile, ciascuna delle famiglie 6, ¢ numerabile. Se x,y €I € 6, allora
n 12 n 1/2
le—yll= (200 -37) =(D02%) =vart.
7=1 7=1

Si verifica facilmente che due elementi distinti della stessa famiglia %), hanno interni
disgiunti; se invece [ € 6, e | € 6,, con k<!, cio¢ il lato di J ¢ minore del lato di 7,
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allora o | €1, oppure I ¢ | hanno interni disgiunti. Pertanto se 1,/ € |, 65 » allora
o I e J hanno interni disgiunti, oppure uno dei due ¢ incluso nell’altro.

Consideriamo I'insieme & dei cubi appartenenti a una delle famiglie %), che sono
inclusi in A, e il sottoinsieme & di Z costituito dai cubi che non sono inclusi in un altro
cubo incluso in A. Poniamo cioe

I gA},

@:{IEU‘@
E§={1eg|NJ€e2,IC] = I=]}.

keN

Figura 1.2.6

Illustrazione della dimostrazio-

&é ne del teorema 1.2.28. Sono
i | e 5 | B riportati, con diversi colori, i

quadrati delle famiglie 6, N &,

G.NE, G,NE ¢ GNE.

fl— e 1] m

\iy

Lafamiglia & ¢ finita 0 numerabile, perché inclusa nell’unione dei 6, che ¢ numerabi-
le. Gli elementi di & hanno a due a due interni disgiunti. Infatti se due elementi di & non
hanno interno disgiunto, poiché appartengono a |_J, _; 6 , uno dei due ¢ incluso nell’altro.
Ma per le definizione di & questo implica che 1 due elementi sono uguali.

Dimostriamo che U]eé"] —A. Se I €&, alloralCA, pertanto U]eé"] CA. Se

x € A, allora, poiché A ¢ aperto, 3 € R* tale che S(x,7) C A. Sia £ € N tale che
Jn2F < v e I € 6, tale che x € I; come osservato sopra ogni elemento di 7 ha

distanza da x minore o uguale a /7 27, quindi minore di 7. Pertanto 7 C S(x,7) da
cui segue / CA. Quindi o 7 € & oppure 3/, € & tale che I C I, . In ciascuno dei due casi

]gujeéa],quindi xeujeéa].PertantoAEUJEéa]. [ |

1.2.29 Teorema

Sia ACR”.
I) Se A ¢aperto, allora A€ #(R").
IM) Se A ¢ chiuso, allora A€ .#(R").

DimosTrAZIONE. I) Per il teorema 1.2.28 ogni insieme aperto ¢ unione di una famiglia
numerabile di intervalli compatti che, per il teorema 1.2.27, affermazione I, sono misurabili.
Pertanto, per il teorema 1.2.23, affermazione I, ogni aperto € misurabile.

II) Se A ¢ chiuso, allora ¢ il complementare di un aperto, che ¢ misurabile per quanto
appena dimostrato. Pertanto A € misurabile (v. osservazione 1.2.15). [
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Poiché aperti e chiusi sono misurabili, anche intersezioni e unioni numerabili di aperti
e chiusi sono misurabili. Introduciamo una terminologia per indicare tali insiemi.

Definizione di insieme di tipo Gj e insieme di tipo F, ?

Sia ACR”".

Diciamo che A ¢ un insieme di tipo G5 quando A ¢ intersezione di una famiglia
numerabile di insiemi aperti.

Diciamo che A ¢ un insieme di tipo F, quando A ¢ unione di una famiglia
numerabile di insiemi chiusi.

\, J

Poiché passando al complementare si scambiano aperti con chiusi e unioni con interse-
zioni, ¢ immediato dimostrare il seguente teorema.

1.2.30 Teorema

Sia ACR”. Allora:
I) A éditipo Gy seesolose LA &ditipo F, ;
Il) A e¢ditipo F, seesolose CA ¢ditipo Gy.

. J

1.2.31 Osservazione. Ogni insieme di tipo Gy puo essere ottenuto come intersezione di
una successione decrescente di insiemi aperti.
Infatti sia A ditipo Gg. Possiamo supporre che A sia intersezione di una famiglia di
aperti che dipende da un indice in N, cio¢ A =(),_;Gy, con i G, aperti. Posto, per
k . . \
keN, H, = ﬂj:o G]- , allora, Yk € N, gli H, sono aperti e H,, ; C H,. Inoltre ¢
evidente che (), Hy =( ey Gr =4-

Se A ¢ limitato, allora gli aperti della successione possono essere scelti limitati. Infatti
in tal caso 37 € R™ tale che A C §(0,7). Allora Yk €N l'insieme S(0,7)NH, ¢ apertoe
limitato e

((S©,7)NH,)=8(0,7)N (| H, =S(0,r)NA=A.
keN keN

Se A ¢ contenuto in un aperto B, allora gli aperti della successione possono essere scelti
contenuti in B. Infatti in tal caso Yk €N Pinsieme BN H, ¢ aperto e contenuto in B e

(\BNH)=BN(|H,=BNA=A.
keN keN

Passando al complementare si dimostra che ogni insieme di tipo F, puo essere ottenuto

come unione di una successione crescente di insiemi chiusi. |

1.2.32 Esempio. Ogni insieme numerabile ¢ di tipo F, , perché unione numerabile di

insiemi che hanno un solo elemento, che sono chiusi. <

?La terminologia ¢ stata introdotta da Felix Hausdorff (Breslau, Prussia, 1868 - Bonn, Germania, 1942) in
un trattato del 1914. In tale trattato gli insiemi aperti sono spesso indicati con G e gli insiemi chiusi con F; la
lettera greca & ¢ I'iniziale del termine tedesco Durchschnitt, intersezione, la lettera greca o ¢ I'iniziale del termine
tedesco Summe, somma, nome con cui veniva indicata 'unione agli inizi della teoria degli insiemi.
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1.2.33 Esempio Un intervallo semiaperto [4,b] di R ésiaditipo Gy che ditipo F, .
Infatti [ ﬁkeN] —1/k, b[ e UkeN [a b— 1/k] <

1.2.34 Esempio. Se A CR” ¢ chiuso, allora ¢ di tipo Gy . Infatti per £ € N* poniamo
1
5.=Us(»)

Ciascun B, ¢ aperto, perché unione di insiemi aperti.

Dimostriamo che A = ﬂ pen- Br - Evidentemente, Yk € N*, si ha A C B, pertanto
AC ﬂkeN* B, . Inoltre se x € ﬂke_N* B, , allora, Yk € N*, dx, € A tale che x € §(x,1/k),
quindi ||x, —x|[— 0, percid x €A=A; quindi (), . By CA.

Ovviamente da cio segue che ogni insieme aperto ¢ di tipo F, . <

E una immediata conseguenza della definizione di insieme di tipo G e F, e della

misurabilita degli insiemi aperti e chiusi (v. teorema 1.2.29) il seguente teorema.

1.2.35 Teorema

Sia ACR”.
I) Se A e¢ditipo Gy, allora Ae #(R”).
II) Se A editipo F,,allora Ae #(R").

Vediamo ora che ogni insieme misurabile puo essere approssimato in un senso oppor-
tuno da insiemi di tipo particolare.

1.2.36 Teorema

Sia A CRR”. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
) Ae AR");
II) VeeRT,esiste G aperto taleche ACG e u*(G\A)<e
III) esiste M CR” ditipo Gy taleche ACM e u*(M\A)=

. J

DmvosTtrAZIONE. I = II) Consideriamo anzitutto il caso u(A) < +oo.

Fissato ¢ € RY, esiste {I, |k € ﬂi} r. I di A tale che ke mis(ly) < p(A) +
Agglungendo infiniti intervalli compatti di misura uguale a 0, possiamo supporre cheilr. l
sia numerabile e quindi che sia .o/ =N. Per il lemma 1.2.11, Yk € N, esiste un intervallo

compatto J, tale che 7, CintJ, e mis(J,) < mis(Z,)+ (¢/2%). Posto G = UkeN intf,, G
¢ aperto, perché unione di aperti, inoltre si ha

AclJpcl )iy, =G

keN keN

)< Z mis(/,) < Z(mls L)+ > Z mis(/, )+ Z 21 < u(A)+3e.
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Poiché u(A) < +oo, per il teorema 1.2.20, affermazione IV, risulta

H(G\A)= u(G)\ w(A) <3e.

Consideriamo il caso u(A) =+o0o. Poniamo, Ve e N, A, =AN {x eR”|||x|| < k} .
L'insieme A, ¢ misurabile, perché intersezione di un misurabile con un chiuso, e ha misura
finita, perché ¢ limitato. Fissato ¢ € RT, per quanto gia dimostrato esiste G, CR” aperto,

tale che A, C G, e u(G,\A,) < ¢/2%. Poniamo G = Upen Ges G ¢ aperto, perché

unione di aperti,
A= Ja.clJG.=q.
keN keN

Inoltre, se x € G\ A, allora dk € N tale che x € G, ; poiche x ¢ AD A, siha x ¢ A,,
quindi x € G, \ 4 . Pertanto G\ A C [ J, (G, \ 4) e risulta

IEAVIED WIAVRES SEER
k=0 k=0

Il => III) Perogni k€ N* sia G, unapertodi R” taleche AC G, e u*(G,\A)< 1/k.

Poniamo
M = ﬂ Gk .
keN*

Allora M ¢ un insieme di tipo Gy, AC M e, Ye € N* siha M\ A C G, \ A, quindi
w(MN\A) < u* (G, \A)< 1/k, pertanto u*(M\A)=0.

Il = I) Siha M e #(R"), perché M ¢ ditipo Gy, e M\Ae #(R"), perché di
misura nulla; inoltre A=M \ (M \ A), pertanto A€ 4 (R"). u

Poiché un insieme ¢ misurabile se e solo se il suo complementare ¢ misurabile, dal
teorema precedente si ottiene facilmente il seguente.

1.2.37 Teorema

Sia A CR”. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
) Ae #AR");
II) VeeRT,esiste F chiusotaleche FCA e u*(A\F)<e;
IIT) esiste P CR” ditipo F, taleche PCA e u*(A\P)=0.

Concludiamo questa sottosezione con un esempio di insieme non misurabile.
1.2.38 Esempio. Sia ~ la relazione in [0, 1] definita da
x~y < x—y €.

Si prova facilmente che questa ¢ una relazione di equivalenza.
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Per I’assioma della scelta, esiste V' C[0,1] a cui appartiene uno e un solo rappresentante
di ogni classe di equivalenza per la relazione ~. L’insieme V ¢ detto insieme di Vitali’.
Dimostriamo che non ¢ misurabile.

Per g € Q poniamo g+ V ={q+y|ye V}.Siha
1< |J @+v)c-12). (1.2.4)

q€QN[—1,1]

Infatti, se x € [0,1] allora x appartiene a una delle classi di equivalenza di ~, sia y
il rappresentante della classe appartenente a V. Siha x —y € Q e, poiché x,y €[0,1],
risulta x —y € [—1,1]. Pertanto x —y € QN[—1,1] e x € (x —y)+ V. Quindi si ha
[O’ 1] g quQn[—m](q + V) .

Inoltre, se g € QN[—1,1] e y € V C [0,1], allora ¢ +y € [—1,2], quindi si ha
q +V - [_1a 2] :

Gli insiemi g4+ V', con g € Q, sono a due disgiunti. Infatti, se g;,¢, € Q sono tali
che (g,+ V)N (g, + V) # @, allora esistono y,,y, € V tali che g, +y, = g, +7,, cio¢
Y1 —Y, =¢,—q,; pertanto y,; ~ y,. Poiché in V' non esistono due elementi equivalenti
distinti, si ha y;, =y, , quindi ¢, =¢,.

Supponiamo, per assurdo, che V' sia misurabile. Per il teorema 1.2.25, Vg € QN[—1,1]
I'insieme g + V, traslato di V', € misurabile con u(qg+ V) = u(V). Inoltre, poiché gli
insiemi g + V' sono due a due disgiunti, risulta

M< U <q+V>>— > owg+V)= > v
q€QN[—1,1] q€QN[—1,1] q€QN[—1,1]

Abbiamo quindi la somma di infiniti termini uguali a (V). Se fosse u(V) =0, allora la
somma sarebbe 0, mentre se fosse (V) > 0 la somma sarebbe +oo. Entrambi tali casi
sono impossibili, perché da (1.2.4) segue

w([0,1]) < ,u< U @+ v>> < p([-1,2]),

q€QN[~11]
quindi
1§y< g (q+V)>S3
q€QN[~11]
Pertanto V' non puo essere misurabile. <

1.3 FUNZIONI MISURABILI SECONDO LEBESGUE

Per definire I'integrale secondo Riemann di una funzione definita in un intervallo com-
patto di R si approssima I'integrale con delle somme. Per definire tali somme si scompone
I'intervallo in un numero finito di sottointervalli, a ciascuno dei quali corrisponde un adden-
do. Tale addendo ¢ il prodotto tra la lunghezza del sottointervallo e un valore assunto dalla

3Lesempio ¢ dovuto a Giuseppe Vitali (Ravenna, 1875 - Bologna, 1932), che ottenne risultati in vari settori
dell’analisi e in particolare in teoria della misura. Uesempio € contenuto in un articolo pubblicato nel 1905.
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funzione (se si considerano le somme di Riemann) oppure I’estremo inferiore o superiore
della funzione (se st considerano somme inferiori e somme superiori). La funzione ¢ inte-
grabile se, scegliendo opportunamente la scomposizione, la differenza tra somma superiore
e somma inferiore si puo rendere arbitrariamente piccola.

Anche Pintegrale secondo Lebesgue si basa su un principio simile, ma con una fonda-
mentale differenza, che consente di ampliare I'insieme delle funzioni integrabili. ’idea e di
scomporre il dominio della funzione in sottoinsiemi (che non necessariamente sono inter-
valli) in ciascuno dei quali la funzione ha una oscillazione piccola, in modo che sia piccola
la differenza tra estremo superiore e estremo inferiore.

Vediamo come si realizza questa idea nel caso che f sia una funzione limitata in [a, b].
Siano m =inff e M > supf ; fissato » € N* scomponiamo [, M[, che contiene I'im-
magine di f, in 7 intervalli di uguale lunghezza a due a due disgiunti. Indicata con
r = (M —m)/n lalunghezza di ciascuno degli intervalli, poniamo [, =[m+(k—1)r,m+
kr[ per k=1,2,...,n. Fissata questa scomposizione dell’insieme che contiene I'immagine
di f sipud scomporre il dominio in 7 insiemi a due a due disgiunti, ponendo I, = f71(J,).
Se ciascuno degli 7, ¢ misurabile si possono definire somma inferiore e somma superiore
di f relativa a questa scomposizione. La differenza tra somma superiore e somma inferiore

¢ ZZ:1<sup1kf—inf]kf>y(]k). Poiche f (1) CJi,siha sup, f <sup], e inf, f >ini],,
quindi

sup f —inff <supJ, —inf], = z,
I, I n
pertanto
n ) n r n
<supf—1;1ff)ﬂ(1k) <>~ u)=—pl UL )=~ (b))
k=1 k k=1 " k=1

Quindi, scegliendo 7 opportunamente, la differenza tra somma inferiore e somma superio-
re puo essere resa arbitrariamente piccola. Percio la condizione di uguaglianza tra integrale
inferiore e integrale superiore ¢ automaticamente soddisfatta.

M
B
m—+2r
e
m+r
A Figura 1.3.1
m Scomposizione del dominio di
una funzione in sottoinsiemi in
ciascuno dei quali oscillazione

1 5 L della funzione ¢ piccola.

Quindi possiamo evitare di definire sia le somme inferiori che le somme superiori e
costruire una teoria dell’integrazione per funzioni per cui ’estremo superiore dell’insieme
delle somme inferiori coincide con I’estremo inferiore dell’insieme delle somme superiori.
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Per una funzione con la proprieta che la controimmagine di un intervallo limitato ¢ misu-
rabile possiamo definire I'integrale come I’estremo superiore delle somme inferiori, senza
prendere in considerazione le somme superiori.

Osserviamo che un intervallo limitato ¢ intersezione di due semirette e ogni semi-
retta ¢ unione numerabili di intervalli limitati, quindi la richiesta della misurabilita del-
le controimmagini di intervalli limitati equivale alla richiesta che della misurabilita delle
controimmagini di semirette.

Ogni somma inferiore ¢ I'integrale della funzione da [4,5] a R che in ciascun I, va-
le costantemente inf; f; ciascuna di queste funzioni assume un numero finito di valori

ed ¢ maggiorata da /. Quindi I'integrale puo essere definito come estremo superiore del-
'insieme degli integrali di certe funzioni che assumono un numero finito di valori e sono
maggiorate da f . Questa definizione ha il difetto che bisogna stabilire quali sono le scom-
posizioni del dominio (e corrispondentemente le funzioni) che si considerano. Tuttavia se
ampliamo I'insieme, considerando I'integrale delle funzioni che assumono un numero fini-
to di valori e sono maggiorate da /', I’estremo superiore non cambia. Questo suggerisce di
definire I'integrale come ’estremo superiore dell’insieme degli integrali delle funzioni che
assumono un numero finito di valori e sono maggiorate da f . Questa definizione ha senso
per funzioni piu generali delle funzioni limitate in un intervallo compatto di R e consente
di definire 'integrale anche per funzioni di piu variabili.

Nelle considerazioni fatte sopra abbiamo supposto che gli insiemi u(/,) fossero mi-
surabili. Poiché I, = f~'(J,) = f~'([m + (k — 1)r,m + kr[) cio significa supporre la
misurabilita di

{xe[d,b]|m+(k—1)r Sf(x)<m+kr}:
:{xe[a,b]|f(x)<m+kr}\{x€[¢,b]|f(x)<m—i—(/e—l)r}.

Questa ¢ assicurata se, Yc € R, ¢ misurabile {x €[a,5]|f(x)<c}. Questa ipotesi risulta
essere quella corretta per sviluppare una buona teoria dell’integrazione, pertanto studiamo
le funzioni che la verificano.

1.3.1 DEFINIZIONE E PROPRIETA FONDAMENTALTI

La teoria che sviluppiamo riguarda le funzioni a valori in R anziché in R. Questo &
utile perché risulta possibile considerare le funzioni estremo superiore o estremo inferiore
di una famiglia di funzioni misurabili senza uscire dalla classe di funzioni studiata.

Date f,g:A — R, usiamo la notazione f < g per indicare che, Yx € A, risulta
f(x) < g(x); data {f, |k € .¢/}, famiglia di funzioni da A a R, indichiamo con sup,_, f,
la funzione da A a R che a x fa corrispondere sup, ., f,(x); analogamente per inf, lim
ecc.

Nel seguito, quando si fa riferimento al limite di una successione di funzioni (f, ),y si
intel_lde sempre che_ per ogni x ne_l dominig delle _ fp siconsidera lim,_,, . f,(x). Nello
studio delle successioni di funzioni questa viene chiamata convergenza puntuale.
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Definizione di funzione misurabile secondo Lebesgue

Siano A€ #(R") e f: A— R. Diciamo che f ¢ misurabile secondo Lebesgue
quando, Yc €R, {x €A|f(x)<c} ¢ misurabile.

/ C M
1 1 1 Figura 1.3.2

/\\/ Pinsieme {x cA|f(x) < C} ¢

{xeA|f(x)<c} misurabile, qualunque sia ¢ €RR,
quando f ¢ misurabile.

1.3.1 Esempio. La funzione normain R” ¢ misurabile.
Infatti, sia ¢ € R. Se ¢ <0, allora {x e R”|[|x]| < c} = &, quindi ¢ misurabile. Se
¢>0, allora {x eR™|||x]| < c} ¢ aperto, quindi, per il teorema 1.2.29, ¢ misurabile. <«

1.3.2 Esempio. Sia
1, sex€Q,

'R ]R, =
f=m &) {O, se xeR\Q.

Sia c €R. Se ¢ <0, allora {x €R| g (x) < c} =@, quindi ¢ misurabile. Se 0< ¢ <1,
allora {x € R”|g,(x) < ¢} =R\ Q, che ¢ misurabile perché @ ¢ numerabile e quindi
misurabile (v. osservazione 1.2.18). Se ¢ > 1, allora {x eR|g(x) < c} = R, quindi ¢

misurabile.
Pertanto g, € misurabile. <

1.3.3 Esempio. Sia

RR 1, sexeV,
£:E7 gZ(x)_{O, se xeR\V,

dove V' ¢ I'insieme di Vitali, definito nell’esempio 1.2.38, che non € misurabile..
Sia ¢ € ]0,1]; allora {x € R”|g,(x) < ¢} =CV, che non ¢ misurabile, perché il suo
complementare non € misurabile. Pertanto g, non ¢ misurabile. <

1.3.4 Osservazione. Se f:A — R ¢& misurabile e B C A ¢ misurabile, allora, Yc € R,
si ha

{x€B|f(x)<c}:Bﬂ{x€A|f(x)<c},

che ¢ misurabile. Pertanto f F ¢ misurabile. <
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La definizione di funzione misurabile richiede di stabilire la misurabilita delle controim-
magini mediante la funzione di intervalli inferiormente illimitati aperti. Possiamo equiva-
lentemente studiare le controimmagini di intervalli superiormente illimitati aperti, oppure
dei corrispondenti intervalli chiusi, come assicurato dal seguente teorema.

1.3.5 Teorema

Siano A€ .#(R") e f:A— R. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
I) VceR, {x €A|f x <c} ¢ misurabile;
) VceR, {xeA|f
) VeeR, {x€A|f
IV) VceR, {x €A|f x)> c} ¢ misurabile.

\ J

x) < c} ¢ misurabile;

(x)
(x)
(x)>c} ¢ misurabile;
(x)

DimostrAZIONE. I => II) Sia ¢ € R. Allora, Yk € N*, {x € A|f(x) < c+1/k} ¢
misurabile, pertanto, per il teorema 1.2.23, affermazione I,

kg*{xEA‘f(x)<C+%}:{x€A|f(x)Sc}

¢ misurabile.

I = III) DLimplicazione segue immediatamente dal fatto che
{x €A|f(x)>c}:A\{x €A|f(x)§c}.

Il = IV) Ladimostrazione ¢ analoga a quella di I = 1I.

IV=1) DLimplicazione segue immediatamente dal fatto che
{xeA|f(x)<c}=A\{xeA|f(x)>c}. |

Il teorema seguente assicura la misurabilita delle controimmagini mediante una funzione
misurabile di altri tipi di insiemi.

1.3.6 Teorema

Siano Ac M(R") e f:A—R. Se f & misurabile, allora sono misurabili gli in-
siemi {x €A|f(x)=—oc}, {x €A|f(x)=+400} e {xcA|f(x)eR} ¢, VcER,
{x€A|f(x):c}.

DimosTrRAZIONE. Si ha

{x€A|f(x)=—00}= ﬂ{x€A|f(x)<—/e},

keN

{x€A|f(x):+oo}: ﬂ{x€A|f(x)2k}.

keN
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Questi insiemi sono intersezione di famiglie numerabili di insiemi misurabili (v. teore-
ma 1.3.5), quindi, per il teorema 1.2.23, affermazione I, sono misurabili. Inoltre

{x €A|f(x)€]R}:A\<{x €A|f(x)=—oo}U{x €A|f(x):+oo}>,

quindi anche tale insieme ¢ misurabile.
Se c € R, allora

{xed|f(x)=c}={xeA|f(x)=c}n{xeA|f(x)<c};

per il teorema 1.3.5se f € misurabile ciascuno dei due insiemi che si intersecano € misura-

bile, quindi {x € A|f(x)=c} ¢ misurabile. [

Diamo una ulteriore caratterizzazione della misurabilita di una funzione.

1.3.7 Teorema

Siano A € #(R") e f:A— R. La funzione f & misurabile se e solo se sono
misurabili gli insiemi f~!(G), per ogni G aperto di R, {x eA|f(x) :—oo} e
{x€A|f(x)=+o0}.

Per la dimostrazione di questo teorema ¢ necessario un lemma sulla topologia di R. Lo
enunciamo piu in generale in R” , perché questa forma sara utile nel seguito.

1.3.8 Lemma

Sia G CR”. Se G ¢ aperto allora ¢ unione di una famiglia di prodotti cartesiani
di intervalli aperti di R con estremi appartenenti a Q. In particolare ¢ unione di una
famiglia finita 0 numerabile di prodotti cartesiani di intervalli aperti.

DimostrAZIONE. Consideriamo anzitutto il caso 7 =1.
Poiché G ¢ aperto, se x € G, allora 3r € R™ tale che |x —r,x+7[ € G. Poiché Q ¢
denso in R, esistono a € |x —r,x[NQ e b € Jx,x +r[NQ, quindi si ha

x€la,b[Clx—r,x+7r[CG.

Pertanto ogni elemento di G appartiene a un intervallo aperto con estremi in @ incluso
in G, quindi

G=| J{la.b[|a,b €Q,a<b,]a,b[ CG}.
Sia ora n> 1. Poiché G ¢ aperto, se x € G, allora 3 € R* tale che
x€X]x;—rx;+r[CG.
7=1
Come visto sopra, per j =1,2,...,7, esistono aj, bj € Q tali che

X; E]a]-,bj[ C ]xj—r,xj + [,
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pertanto

XEX] ]’ ][

Quindi G ¢ unione dei prodotti cartesiani di intervalli aperti con estremi in @ che sono
contenuti in G .

L'ultima affermazione segue dalla precedente, perché i prodotti cartesiani di intervalli
aperti con estremi in @) sono in corrispondenza biunivoca con Q?” che ¢ numerabile. ™

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.3.7. Se f ¢ misurabile, allora, per il teorema 1.3.6, gli in-
siemi {x eA|f(x)= —oo} e {x eAlf(x)= +c>o} sono misurabili. Inoltre se G ¢ un
aperto di R, allora, per il lemma 1.3.8, esiste una famiglia finita 0 numerabile di intervalli

aperti {]dk, bl|ke sz} tale che G=|J,__ Jaz, b[ . Pertanto

f_l(G)Zf_1<U “Ie’bk> | 7 (e Bl

ke ke.of

- U <{x eA|f(x)>a,}N{x €A|f(x)<bk}>,

ke.df

che ¢ misurabile perché unione numerabile di insiemi misurabili.

Viceversa, supponiamo che siano misurabili gli insiemi f~'(G), se G éun apertodi R,
{x€A|f(x)=—c0} e {x €A|f(x)=+o0}. Poiché, Yc €R,si ha

{x eAlf(x)< c} = {x €A|f(x):—oo}Uf_1(]—oo,c[>,
tale insieme ¢ misurabile. Quindi f ¢ misurabile. [

Vediamo alcune semplici condizioni che assicurano la misurabilita di una funzione.
I sottoinsiemi di un insieme di misura nulla sono misurabili, pertanto vale il seguente
teorema.

1.3.9 Teorema

Siano A€ M(R") e f:A—R.Se u(A)=0,allora f & misurabile.

1.3.10 Teorema
Siano A€ #(R") e f:A—R.Se f ¢&continua, allora f ¢ misurabile.

DiMOSTRAZIONE. Per ogni ¢ € R, {x € A|f(x) < ¢} = f!(]—o0,c[); poiché f ¢
continua tale insieme ¢ relativamente aperto in A, quindi esiste G, aperto di R”, ta-
le che {x € A|f(x) < ¢} = ANG. Poiché ogni aperto di R” & misurabile (v. teore-
ma 1.2.29, affermazione I) e I'intersezione di misurabili ¢ misurabile, {x €A|f(x)< c} ¢
misurabile. u
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1.3.11 Teorema

Siano Ae #(R"), f:A— R, BCR taleche f(A)CB e 9p:B—>R. Se f ¢
misurabile e ¢ ¢ continua, allora g o f ¢ misurabile.

DiMoSTRAZIONE. Per ogni ¢ €R si ha ¢(f(x)) < ¢ se e solo se

fx)e{yeB|o(y)<c}=¢""(]—00,c[).

Poiché J—oo,c[ ¢ aperto e ¢ ¢ continua, go_l(]—oo, c[) ¢ relativamente aperto in B,
pertanto esiste unaperto G, di R tale che g0_1<]—c>o, c[) =BNG, . Quindi gp(f(x)) <c se
esolose f(x)e G,, cioe {x eA|(pof)(x)< c} = f~YG,). Questo ¢ la controimmagine
di un aperto mediante una funzione misurabile, quindi, per il teorema 1.3.7, € misurabile.

Quindi, Ve €R, {x € A|p(f(x))<c} ¢ misurabile, pertanto @ o f ¢ misurabile. ™

E utile la seguente generalizzazione di questo teorema.

1.3.12 Teorema

Siano A€ M (R"), f,g:A— R, BCR? tale che (f,g)(A)CB e ¢p:B—>R.
Se f e g sono misurabili e ¢ ¢ continua, allora g o(f, g) ¢ misurabile.

Precisiamo che con (f, g) indichiamo le funzione x — < f(x), g(x)) da A a R?; quindi
(o (f8))x)=o(f(x),g(x)).

DimosTRAZIONE. Per ogni ¢ € R si ha ga(f(x), g(x)) < ¢ seesolose

(f(x), g(x)) € 97 (J—00s¢[).

=BNG. Per il lemma 1.3.8,
esiste una famiglia finita o numerabile di rettangoli aperti {Jay, by X Je,dy[ |k € .o/} tali
che G=,. ., Jap, bl % Jeg,d [ - Pertanto

Poiché ]—oo,c[ ¢ aperto e ¢ ¢ continua, ¢~'(]—o0,c ) ¢ relativamente aperto in B,

pertanto esiste un aperto G di R? tale che ¢~!(]—o0,¢[

¢~ (J—o0,c[) = U BN (Jags byl x Jepsdi[).-
ke.d/
Quindi

o(f(x),g(x)) <c <= (f(x),g(x)) € ¢~ (J—00,c[)

= (f(x),gx))e U BN (Jag, by[ x Jep,di[)
ke.o/

= Jked: (f(x),g(x))eBN(lay, bl x Iep,di[)
= Fked: (f(x)€la,blAgx)€ley,dyf)
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= Fked: xef(labl)Ng  (lepdil)
<< x¢€ U <f_1(]ak,bk[)ﬂg_l(]ck,d/eD).

ke.df

Quest’ultimo insieme ¢ unione numerabile di insiemi misurabili, quindi ¢ misurabile.

Quindi, Yc € R, {x € A|¢(f(x),g(x)) < c} ¢ misurabile, pertanto ¢ o (f,g) ¢
misurabile. u

Le operazioni tra funzioni conservano la misurabilita, come enunciato dal teorema
seguente.

1.3.13 Teorema

Siano A € .#(R"), f,g: A — R misurabili e A € R. Allora, se sono definite,
f+g, Af, fg e 1/f sono misurabili.

La precisazione “se sono definite”, significa che nel caso dell’addizione non vi sono punti
in cui uno dei due addendi vale +oc0 e I’altro —oo e si considera 1/f solo se f non si
annulla.

DiMOSTRAZIONE. Dimostriamo che f + g ¢ misurabile.
Poniamo B = {x €A|f(x)ER, g(x)G]R} esia ceR. Siha

{xeA|f(x)+g(x)<c}=
={xeA|f(x)=—occ}U{x€A|g(x)=—c0}U{x€B|f(x)+g(x)<c}.

Per il teorema 1.3.6 1 primi due insiemi sono misurabili. Poiché la funzione addizione
da R? a R ¢ continua, per il teorema 1.3.12, la funzione (f + g)| ¢ misurabile, quindi
B

anche {x € B| f(x)+ g(x)<c} ¢ misurabile. Questo prova che f +g ¢ misurabile.
Dimostriamo che Af ¢ misurabile.

Se A=0 lafunzione Af vale costantemente O, quindi ¢ misurabile.
Se A>0, allora, YceR,si ha

{x€A|/1f(x)<c}:{x€A‘f(x)<%}

e questo insieme ¢ misurabile.
Analogamente se 4> 0, allora, Yc € R, si ha

{xeA|/lf(x)<c}:{xeA'f(x)> %}

e questo insieme ¢ misurabile.
Dimostriamo che fg ¢ misurabile.
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Poniamo B:{x €Alf(x)€eR, g(x)E]R}. Se ce RTU{0} st ha

{x €A|f(x)g(x)<c}:<{x €A|f(x):—oo}ﬂ{x €A|g(x)>0}>u
U({x€A|f(x):+oo}ﬂ{x€A|g(x)<0}>U
U({x€A|f(x)>O}ﬂ{x€A|g(x):—oo}>u

U({xeA|f(x)<O}ﬂ{x€A|g(x):+oo}>U

U{xeB|f(x)g(x)<c};
se c€RT siha

{x €A|f(x)g(x)<c}:<{x €A|f(x)=—oo}N{x €A|g(x)20}>u
u<{xeA|f(x):+oo}m{xeA|g(x)§o}>u

U({x €Alf(x)20}N {x€A|g(x) =—o0} U

U<{x€A|f(x)§O}ﬂ{x€A|g(x):—|—oo}>u
U{x€B|f(x)g(x)<c}.

Poiché f e g sono misurabili, i teoremi 1.3.5 e 1.3.6 assicurano che tutti gli insiemi di
cui si fa I'unione, a eccezione di {x € B|/f(x)g(x) < c}, sono misurabili. La funzione
moltiplicazione da R? a R ¢ continua, quindi, per il teorema 1.3.12, (f g)|B ¢ misurabile,

percid anche {x € B|f(x)g(x)<c} ¢ misurabile. Pertanto /g ¢ misurabile.

Dimostriamo che 1/f ¢ misurabile. Sia ¢ €R. Si ha

{xGA‘f(x)><1>}ﬂ{x€A|f(x)<O}, se ¢ <0,

{xeA‘<}l{>(x)<c}:{{x€A|f(x)<O}C, se ¢ =0,
{xEA‘f(x)><1>}U{x€A|f(x)<O}, se ¢>0.

c

Quindi in ogni caso {x €A|(1/f)(x)<c} ¢ misurabile, pertanto 1// ¢ misurabile. ™

La misurabilita si conserva passando all’estremo superiore o inferiore di famiglie nume-
rabili di funzioni; quindi si conserva per passaggio al limite in una successione di funzioni.

1.3.14 Teorema

Siano A€ M (R") e {f, |k € ./} una famiglia finita 0 numerabile di funzioni da

A aR.Se Vke.of, f, ¢ misurabile, allora le funzioni inf,_ , f, e sup,. ., f, sono
misurabili.
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DiMOsSTRAZIONE. Sia ¢ € R. Per x € A si ha inf,_, f,(x) < ¢ se e solo se dk € .&/ tale
che f,(x)< ¢, pertanto

{xeA( kg/k(x)q}: J{xeA|fitx)<c).

ke.of

Quindi {x €A|inf,_,, f,(x)<c} ¢ unione numerabile di insiemi misurabili, percio ¢
misurabile. Pertanto inf,__, f, ¢ misurabile.

La dimostrazione per Iestremo superiore ¢ analoga, utilizzando la condizione III del
teorema 1.3.5. ]

1.3.15 Teorema

Siano A€ M (R") e (f,)pey una successione di funzioni da A a R. Se, Yk €N,
f ¢ misurabile, allora le funzioni maxlim, . f, e minlim, f, sono misura-

bili.

DiMosTRAZIONE. Poiché, Vx € A, st ha

ma_zilégnﬁe(x) = inf <sup]§(x)> , r21_1)1+1<1>2nﬁe(x) = sup<infﬁ(x)> ,

k keN\j>k kEN\j>k
il teorema segue immediatamente dal teorema 1.3.14. u

Poiché il limite di una successione, se esiste, coincide sia con il massimo limite che con
il minimo limite, dal teorema precedente si deduce immediatamente il seguente.

1.3.16 Teorema

Siano A € M (R") e (f,)pey una successione di funzionida A a R. Se, Yk €N,
fp ¢ misurabile e (f;)cy ha limite, allora la funzione lim,,_,, o f, ¢ misurabile.

Sappiamo che ogni restrizione a un insieme misurabile di una funzione misurabile &
ancora misurabile (v. osservazione 1.3.4). Vediamo ora un teorema che ¢ in qualche senso
il viceversa di questa affermazione.

1.3.17 Teorema

Siano A€ A (R"), {A, |k € ./} una famiglia finita o numerabile di sottoinsiemi
misurabili di R” taliche | J,_ A, =Ae f:A—>R.Se, Vke .o, f|A ¢ misurabile,
k

allora f € misurabile.

DimosTrRAZIONE. Poiché, Ve €R, si ha

{xeA|f(x)<c}= U<Akﬂ{x€A|f(x)<c}>: U{XEAk|f|Ak(x)<C}’

ke.of ke.df

se ciascuna delle f L, ¢ misurabile, allora /¢ misurabile. ]
k
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Nel seguito incontreremo spesso affermazioni che sono vere per tutti gli elementi di
un certo insieme, con esclusione di quelli appartenenti a un insieme di misura nulla.
Introduciamo una terminologia per indicare questa situazione.

Definizione di proprieta verificata quasi dappertutto

Siano A € #(R") e P(x) una proposizione significativa per x € A. Diciamo
che P ¢ vera quasi dappertutto in A quando u({x € A|P(x) ¢ falsa})=0.

Talvolta anziché dire che una proprieta vale quasi dappertutto in A diciamo che vale
per quasi ogni x €A.

Se ¢ chiaro dal contesto qual ¢ I'insieme A in cui si considera la proprieta, possiamo
evitare di precisarlo.

In particolare se la proprieta riguarda i valori assunti da una funzione, diciamo che ¢ vera
quasi dappertutto senza ulteriori precisazioni per dire che ¢ vera per quasi ogni elemento del
dominio della funzione. Ad esempio diciamo che una funzione f ¢ nulla quasi dappertutto
per indicare che f(x) =0 per tutti gli x del dominio escluso al pit un insieme di misura
nulla.

1.3.18 Esempio. Consideriamo la funzione
1, sexe€@Q,

ZR R, =
§i- B &1(x) {O, se xeR\Q,

gia studiata nell’esempio 1.3.2.
Linsieme degli x € R tali che g,(x)#0 ¢ @, che ha misura nulla perché numerabile

(v. osservazione 1.2.3), quindi ’affermazione g (x) =0 ¢ vera quasi dappertutto per x € R.
<

1.3.19 Teorema

Siano Ac M (R") e f,g:A—R. Se f ¢ misurabile e f =g quasi dappertutto
in A, allora g ¢ misurabile.

DiMOSTRAZIONE. Sia B = {x €A|f(x)= g(x)} . Per ipotesi A\ B ha misura nulla, quindi
¢ misurabile, percid B=ANC(A\B) € #(R"). Se c €R allora
{x €A|g(x)<c} = {x €B|g(x)<c}U{x EA\B|g(x)<c}:
={xeB|f(x)<c}U{xeA\B|g(x)<c}.
Il primo insieme ¢ misurabile, perché f s ¢ misurabile (v. osservazione 1.3.4), il secon-
do € misurabile perché contenuto in A\ B che ha misura nulla (v. osservazione 1.2.19).

Pertanto g ¢ misurabile. [

Una funzione continua ¢ misurabile, ma il viceversa ¢ falso. Infatti la funzione che va-
le 1in Qe 0in R\Q ¢ discontinua in ogni punto del dominio, ma ¢ misurabile (v. esem-
pio 1.3.1). Tuttavia vale il seguente teorema che assicura che una funzione misurabile a
valori reali in qualche senso non differisce molto da una funzione continua.
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1.3.20 Teorema (di Luzin®)

Siano A€ #(R") e f: A—R. Allora, Ve e R", 3B € #(R"), con u(B)<e,
tale che f |A\B ¢ continua.

DimosTrAZIONE. Fissiamo ¢ € R*. Poiché {(a,b) € Q*|a < b} ¢ numerabile, anche
{]d, bl |a, beQ,a< b} ¢ numerabile. Indichiamo i suoi elementi con I, con k € N.

Poiché f ¢ misurabile e, Yk € N, I, ¢ aperto, per il teorema 1.3.7 f~Y(I,) ¢ misu-
rabile, pertanto, per il teorema 1.2.36, esiste G, C R” aperto, tale che f~'(I,) C G, e
,u(Gk \f_l(]k)> < /28+1, Poniamo

B=J(G\/T'(0).

keN

Allora B ¢ misurabile, perché unione numerabile di insiemi misurabili, e

HBY <SS (G S ) < S o =
keN k=0

Dimostriamo che g = f |A\B ¢ continua. Sia ¢ € A\B. Se U ¢ un intorno di g(c),

allora 3k €N taleche c€, CU. Siha

G,NA\B)S G \BC G\ (G \ [ (1) =f'(T)

Pertanto se x € G, N(A\ B), allora g(x)= f(x)€ I, C U. Poiché¢ G, ¢ aperto, questo

prova che g ¢ continuain c. [

Per il teorema di Luzin, eliminando un opportuno insieme di misura arbitrariamente
piccola dal dominio di una funzione misurabile, si ottiene una funzione continua. In modo
analogo, se una successione di funzioni converge in ogni punto del dominio, eliminando
un opportuno insieme di misura arbitrariamente piccola la convergenza ¢ piu forte.

1.3.21 Teorema (di Severini-Egorov’)

Siano A € M (R”), tale che u(A) <400, (f},)pen Successione di funzioni misura-
bilidaAaRe f:A—R.Se (f)rey convergea f ,allora, Ve e RT, B e A (R"),
con u(B)< e, tale che

suplfy —f|——0.
A\B =2

1l teorema prende il nome da Nikolaj Nikolaevi¢ Luzin (Irkutsk, Russia, 1883 - Mosca, 1950), diede importanti
contributi alla teoria della misura e alla topologia. Luzin pubblico il teorema in un articolo del 1912.
°11 teorema prende il nome da Carlo Severini (Arcevia, Ancona, 1872 - Pesaro, 1951) e Dmitrij Fédorovié
Egorov (Mosca, 1869 - Kazan, URSS, 1931). Il teorema fu dimostrato da Severini nel 1910 e da Egorov, che non
conosceva il lavoro di Severini, nel 1911.
Severini studio le funzioni analitiche e le serie di funzioni, Egorov la geometria differenziale e varie questioni
di analisi matematica.
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DiMOSTRAZIONE. Per il teorema 1.3.16 f ¢ misurabile. Per / €N e ;j € N* poniamo

B, = UxeA’|f,€ f(x)|zl}.

k>t ]

Le funzioni f e f, sono misurabili e la funzione valore assoluto ¢ continua, pertanto, per
il teorema 1.3.11, ciascuno dei B, ; ¢ misurabile. Risulta u(B, ;) < w(A4) < +o0, inoltre

B, 11, € B, i quindi, per il teorema 1.2.24, affermazione 11, risulta

hm IUBZ] <mB€]>

{eN

Proviamo che, V; € N*, si ha ﬂfeNBé,j =@. Se x €A, si ha |f,(x)—f(x)| =0,
quindi 3k €N tale che, se £ >k, allora /o (x)—f(x)| <1/, quindi x ¢BE]' , pertanto

x ¢ ﬂéeNB&j . Percio ﬂ(eNBf,j =g.
Risulta quindi limg_)Jroo p(By ;) =0, percio 3¢; €N tale che u(B, ;)< /2! . Ponia-
: i

mo B = U eN .Siha

+oo 400
&
wB)<> ] p(By ;)< >, T
= =

Si ha supyz|/i —f|k—>0; infatti, se x € A\ B, allora, V; € N*, risulta x ¢ng_j,
—400 >,
quindi, Ve >¢;,si ha |f,(x)— f(x)| < 1/j; pertanto sup 4 zlf — <1/ |

1.3.22 Esempio. Per k€N sia

g:[01]-R,  g(x)=x".
Evidentemente lim,_,, . g, =g con

0, sexe[0,1],

:10,1 R =
ge: [0 1] = R, 8(x) {1, se x=1.
St ha .
sup | ()= g(x)| = sup x*=1.
x€[0,1] x€[0,1]

Qualunque sia & € ]0,1[ si ha

sup |gp(x)—g(x)|= sup k=8 ——0.
x€[0,8] x€[0,8] k—+00

Pertanto, fissato ¢ € RT, se & € ]0,1[ ¢ tale che 1—& < ¢, posto B = ]8,1], risulta
uB)=1—38<ce
sup ng—gl—suplgk—g|—>0 <
[0,1]\B [0,8]
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1.3.23 Esempio. Mostriamo che 'ipotesi u(A) < 400 ¢ essenziale nel teorema di Severini-
Egorov.

Per k€N sia
1, sexelkk+1[,

0, sexé¢[k,k+1].
Per ogni x € R, se & > x st ha h,(x) =0, quindi h, — 0. Se B € 4 (R) ¢ tale che

4(B) < 1, allora, Yk € N, non puo essere [k,k+ 1[ € B, quindi dx € R\ B tale che
hy(x) = 1. Pertanto supg,p|h;| = 1. Quindi non esiste B € #(R), con u(B) <1, tale

hk:R—)R, bk(X):{

h h 0. <
che SUPR\B| k|m

1.3.2 APPROSSIMAZIONE DI FUNZIONI MISURABILI

Come osservato sopra, definiamo I'integrale di una funzione misurabile a partire dal-
I'integrale di funzioni che assumono un numero finito di valori. In questa sottosezione
studiamo tali funzioni e come esse possano approssimare una funzione misurabile.

Definizione di funzione caratteristica di un insieme
Sia B CR”. Chiamiamo funzione caratteristica di B la funzione

S 1, se x€B,
As: o )(B(x)_{o, se x¢B.

\, J

Nel seguito chiameremo funzione caratteristica anche la restrizione di una funzione
caratteristica a un sottoinsieme di R”, continuando a indicarla con la notazione y;.

Figura 1.3.3
La funzione caratteristica dell’in-
sieme B=[—1,1[ U[2,3].

1.3.24 Teorema

Sia B CR”. Lafunzione y, ¢ misurabile se e solo se B € #(R").

DimosTrRAZIONE. Poiché, Ve €R, si ha
g, sec<O0,
{xeR”|)(B(x)<c}: (B, seO<c<1,
R”, se ¢>0,

xp ¢ misurabile se e solo se CB ¢ misurabile, cio¢ se e solo se B & misurabile. [ |
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Definizione di funzione semplice

Siano A € #(R") e f:A — R. Diciamo che f ¢ una funzione semplice
quando f ¢ misurabile e la sua immagine ha un numero finito di elementi.

1.3.25 Esempio. Se B € .#(R"), allora y, ¢ misurabile (v. teorema 1.3.24) e I'immagine
¢ contenuta in {0, 1}, quindi ¢ finita. Pertanto y, ¢ una funzione semplice.
In particolare se » =1 ¢ B = Q) abbiamo la funzione g, studiata nell’esempio 1.3.2.

<

1.3.26 Esempio. Sia
&:[0,3] - R, &(x)=[x].
La funzione g; ¢ semplice. Infatti si verifica facilmente che g; ¢ misurabile e risulta
g([0,3])=1{0,1,2,3} che ¢ finito. <

j Figura 1.3.4
3 La funzione semplice g; studiata nell’e-
sempio 1.3.26

1.3.27 Osservazione. Sia f: A — R semplice. Poniamo f(A) = {A;,A,,...,4,}, con
1 /1]~ €R distinti tra loro, e, per j =1,2,...,p, B; :f_l({/lj}). Per 1l teorema 1.3.6 cia-
\ . . . _ p . . . \

scun B; ¢ misurabile e risulta f = Zj:1 A X3, - Pertanto ogni funzione semplice puo essere
scritta come combinazione lineare di funzioni caratteristiche di insiemi misurabili a due a
due disgiunti.

Viceversa, se una funzione ¢ combinazione lineare di funzioni caratteristiche di insiemi
misurabili (anche non disgiunti tra loro), allora, per il teorema 1.3.13, tale funzione ¢ misu-

rabile; inoltre ogni valore assunto dalla funzione € somma di coefhicienti della combinazione
lineare, quindi 'immagine ¢ finita, pertanto la funzione ¢ semplice. <

1.3.28 Teorema

Siano A€ #(R"), f,g:A— R semplicie A€R. Allora f+g, Af e fg sono

funzioni semplici.
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DimosTRAZIONE. Per il teorema 1.3.13 somma, prodotto per scalare e prodotto di funzioni
misurabili sono misurabili; inoltre somma, prodotto e prodotto per scalare di funzioni a
immagine finita hanno immagine finita. Da questi due fatti segue il teorema. [

Il seguente teorema assicura che ogni funzione misurabile non negativa ¢ limite di una
successione crescente di funzioni semplici non negative. Questo giustifica la definizione di
integrale per funzioni non negative verra data.

1.3.29 Teorema

Siano A € M(R") e f: A — [0,400] misurabile. Allora esiste (f}),cy Succes-
sione di funzioni da A a [0,4o00[ tali che

I) VkeN, f, ¢unatfunzione semplice;
) VEeN, f, <fiigs
) limy_,, o fa=/-

\ J

DiMoOsTRAZIONE. Poniamo, Yk € N*,

fr: A-R, fk(x):zikmax{fG{O,l,...,ka}

<),

La definizione ¢ ben posta, perché un insieme di numeri naturali superiormente limitato
ha massimo.

Si ha f,(x) = £/2% se ¢ ¢& il pit grande naturale minore o uguale di k2% tale che
{/2* < f(x). In particolare f,(x) < f(x).

Proviamo che (f,),cy ¢ la successione di funzioni cercata.

Evidentemente f,(A) C {f 2k |¢€{0,1,. ..,/eZk}} , quindi f, ¢ a valori non negativi
¢ la sua immagine ¢ finita. Se ¢ € {0,1,...,k2% — 1} risulta f,(x) = £/2F se e solo se
0)2% < f(x) < (£ +1)/2%, quindi

fim=5c}={realrez 5

2k

{+1

{xeA }ﬂ{xeA’f(x)<2—k},

che & misurabile; se £ = k2%, allora

{xeA fk(x):;;k}:{x€A|fk(x):/e}:{x€A|f(x)2/e},

che ¢ misurabile. Pertanto f, ¢ semplice ed ¢ verificata 'affermazione 1.
Siano keN* e x €A. Se f,(x)=/{/2* allora

(20)/21 =4/2* = fi(x) < f (%)

e 20 <2k2% < (k+1)281. Quindi, per la definizione di £, si ha (20)/281 < £, (%),
percio f,(x) < f.1(x). Percio ¢ verificata 'affermazione II.

Sia x €A. Se f(x) <400, allora, per k> f(x),si ha f,(x) < f(x) < fo(x)+ 1/2F,
quindi lim,_,  f.(x) = f(x). Se f(x)=4o00,allora, Yk € N*,si ha f,(x)=Fk, quindi
lim,_,, . f2(x) =400 = f(x). Percio ¢ verificata I’affermazione III. u
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,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura 1.3.5

Approssimazione di una funzione misura-
bile con una successione crescente di fun-
zioni semplici.

Sono riportate le funzioni f,, f, e f;

definite nella dimostrazione del teore-
ma 1.3.29.

1.4 INTEGRALE SECONDO LEBESGUE

In questa sezione definiamo I'integrale secondo Lebesgue di funzioni da un sottoinsieme

di R” a R. La definizione ¢ data anzitutto per funzioni semplici non negative, successi-
vamente per funzioni misurabili non negative e infine per funzioni misurabili di segno
arbitrario.

1.4.1 INTEGRALE DI FUNZIONI A VALORI NON NEGATIVI

Risulta naturale definire 'integrale della funzione caratteristica di un insieme misurabile
come la misura dell’insieme. Una funzione semplice ¢ combinazione lineare di funzioni
caratteristiche, quindi risulta naturale la definizione che segue.

Per essere certi che la somma ¢ definita, cioé che non ci sono contemporaneamente
addendi uguali a +o00 e addendi uguali a —oco, diamo la definizione solo per funzioni non
negative.
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Definizione di integrale di una funzione semplice non negativa

Siano A € M (R") e f: A — [0,400[ semplice. Chiamiamo integrale di f il
numero reale esteso

| fede= > au(rua))
A Aef(A)

\ J

Poiche f ¢ semplice, f(A) ¢ finito, quindi la somma che compare nella definizione &
somma di un numero finito di addendi non negativi. Tali addendi possono essere uguali

a +oo,se A>0e ,u( f _1({/1}» = +00. Quindi I'integrale di una funzione semplice non
negativa appartiene a [0,400].

Una funzione costante ¢ semplice ed evidentemente si ha [ JAdx = Au(A).

1.4.1 Osservazione. Sia f: A — [0,+00[ semplice. Poniamo f(A) = {A;,45,...,4,},
coni A; €[0,+o00[ distinti traloro, e, per j =1,2,...,p, B :f_1<{/1]~}> . Evidentemente

risulta
P
f f(x)dx = Z A; u(B;).
A j=1
Questa osservazione sara utilizzata nel seguito per semplificare la notazione. <

Nel seguito se A,B € #(R"),con B C A,e f:A— [0,+00[ semplice, scriviamo
fo(x)dx per indicare fAf|B(x)dx.

1.4.2 Esempio. Consideriamo la funzione

1, sexe@Q,

'R R =
g2 R &) {O, se xeR\Q.

introdotta nell’esempio 1.3.2.
La funzione g, ¢ semplice e non negativa, si ha

| s0= 3 augr () =oum\ @+ 1@ =0,
R Ae{0,1}
perché @ ¢ numerabile e quindi ha misura nulla (v. osservazione 1.2.3). <
1.4.3 Esempio. Consideriamo la funzione

&:[0,3] - R, &(x)=[x],

introdotta nell’esempio 1.3.26.
La funzione g; ¢ semplice e non negativa, la sua immagine ¢ {0, 1,2,3}, quindi si ha

J ot0= 3 (e (1) =0u([00)+ 140120 + 20230 +30((3) =

2€{0,1,2,3}
=0-1+1-142-143-0=3. <4
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Per dimostrare le proprieta dell’integrale di funzioni semplici ¢ utile il seguente teorema.

1.4.4 Teorema

Siano A € M(R"), A,A,,...,A g sottoinsiemi misurabili di A a due a due di-
sgiunti e tali che ( J{_ A, =A e f: A—[0,+00[ semplice. Allora

Jf(x dx_Z f x)dx.

.

DiMosTRAZIONE. Sia f(A) = {A},45,...,4,}, coni A; € [0,+o00[ distinti tra loro, e, per
7=12,...,p, poniamo B; :f_l({/lj}) . Si ha (v. osservazione 1.4.1)

9 P
Jf dx_z/lluB) Z/l Z,uB NA,) :ZZ/ij(BjﬂAk).
k=1 ]:

1
Risulta

BiNA,={x €A |f(x)=A;} = (flAk)_1<{’1;})

e,se A; ¢ f(A), tale insieme ¢ vuoto, quindi ha misura nulla.

Pertanto
q V4 q P
ZA],uB NA) kZZ <f|A {/1 }>>
k=1 j=1 -1 7=1

ZZqJ Zpl A <f|A {A})) quLﬂx)dx. O

=1 j=1 k=1

1.4.5 Teorema

Siano A€ M (R") e f:A—[0,400[ semplice. Se u(A)=0, allora

L f(x)dx =

DiMOSTRAZIONE. Per ogni A€ f(A) siha f~'({4}) C A, quindi u(f~'({A}))=0, pertan-

to risulta
Jf(x)dx: > Au(F({A) = D A-0=0. 0
A Aef(A) Aef(A)

1.4.6 Teorema

Siano A,B€ M (R"),con BCA,e f:A—[0,+00[ semplice. Allora

| redx= reiperax
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DimosTRAZIONE. Per il teorema 1.4.4 si ha
| remax=| rem@axs | o=
A B A\B

:ff(x)-ldx+ f(x)-de:ff(x)dx. u
B B

A\B

1.4.7 Teorema

Siano A€ M#(R"), f,g: A—[0,400[ semplicie ¢ €[0,400[. Allora:
) [,cf(x)dx=c[,f(x)dx;
fA<f(x +g(x) )dx_fA dx"‘ng

. J

DimosTRAZIONE. I)  Se ¢ =0 I'affermazione ¢ ovvia. Se ¢ #0 allora

JACf(x)de Z iy({x€A|cf(x):/1}>: Z cv‘u<{x€A|cf(x):cv}>:

AE€(cf )(A) vef(4)
=c vul{xeA|f(x)=v})=c| f(x)dx.

II) Sia f(A)={A;,A,...,4,},coni /1]‘ distinti tra loro, e, per j =1,2,...,p, poniamo
B :f_1<{/1]-}>. Analogamente sia g(A) = {v;,%,...,Y,}, con i, distinti tra loro, e, per
h=1,2,...,q,poniamo C, = g_l({vh}) . Allora gli insiemi B;NC,, sono misurabili, a due
a due disgiunti, e Ule Z:l BN C, = A, pertanto, per il teorema 1.4.4, risulta

)4 q
L(f(x)+g )dx=>"3" fm (f(x)+ g(x)) dx

7=1 h=1
Se x€B;NCy,allora f(x)=4; e g(x)=v,, pertanto si ha

b4

P4 q
ZZJ <f( +gx) ZZJ (/1]~—|—vh)dx:
B.NC, =5 nc,

J=1 h=15; j=1

cl /4 q q ?
=D D A Hv)uB,NCY=>"4 > wB,NC)+ D> v, > w(B;,NC,) =
h=1 h=1
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1.4.8 Teorema

Siano A€ M (R") e f,g:A—[0,400[ semplici. Se f < g, allora

[ roa< [ g

J

D1iMosTRAZIONE. Per il teorema 1.3.28, la funzione g — f ¢ semplice, inoltre essa ¢ non
negativa. Per il teorema 1.4.7, affermazione Il si ha

Lg(x)dx:Lf(x)dx+JA(g(x)—f(x))dxZLf(x)dx. |

Poiché ogni funzione misurabile non negativa ¢ limite di una successione crescente di
funzioni non negative semplici (v. teorema 1.3.29), si puo pensare di definire I'integrale
di una funzione misurabile non negativa f come limite dell’integrale di una successione
crescente di funzioni semplici che tendono a f . Se si definisce I'integrale in questo modo,
¢ necessario verificare che esso dipende dalla funzione f e non dalla successione crescente
di funzioni semplici scelta. Risulta quindi piu semplice la seguente definizione.

Definizione di integrale di una funzione misurabile non negativa

Siano A€ #(R") e f:A—[0,+00] misurabile. Chiamiamo integrale di f il

numero reale esteso

| @iz =s([ pra

L'integrale di una funzione misurabile non negativa ¢ non negativo, perché estremo
superiore di un insieme di numeri non negativi.

@: A — [0,+00[ semplice, ¢ Sf} :

1.4.9 Osservazione. Se f ¢ semplice, questa definizione di integrale coincide con quella
di integrale come funzione semplice.

Infatti, data ¢: A — [0,+00[ semplice e tale che ¢ < f, per il teorema 1.4.8 si ha
Jyo(x)dx < [, f(x)dx (dove gli integrali sono nel senso delle funzioni semplici); quindi

Lf(x)dx = maXUA o(x)dx

pertanto coincide con I'integrale nel senso delle funzioni misurabili. <

@: A — [0,+00[ semplice, ¢ Sf},

Studiamo prime le proprieta dell’integrale di funzioni misurabili non negative.

1.4.10 Teorema
Siano A€ #(R") e f,g: A—[0,4+00] misurabili. Se /' < g, allora

[ s [ g
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DimosTrAZIONE. Il teorema segue subito dalla definizione di integrale, perché

{ L o(x)dx

@: A —[0,400[ semplice, ¢ gf} C
- {f p(x)dx
A

@: A — [0,+00[ semplice, ¢ Sf} <

@: A —[0,+00[ semplice, ¢ < g},
quindi

sup{ JA o(x)dx

Ssup{J p(x)dx |@: A—[0,+o00o[ semplice, ¢ < g}, n
A

1.4.11 Teorema

Siano A€ #(R") e f:A—[0,400] misurabile. Se u(A)=0, allora

Lf(x)dxzo.

DivmosTtrAZIONE. Ogni funzione semplice non negativa ha integrale nullo in A, per il teo-
rema 1.4.5; dalla definizione di integrale segue subito che anche I'integrale di / ¢ nullo. ™

1.4.12 Teorema

Siano A€ #(R"”) e f: A—[0,+00] misurabile.
I) Se [,f(x)dx <+4o0,allora f(x)<-+oo per quasi ogni x €A.
II) Se fAf(x)dx =0, allora f(x)=0 per quasi ogni x €A.

. v

DimostrAZIONE. I)  Poniamo B = {x € A|f(x)=+o0}. Per k € N*, la funzione kyj
¢ semplice e kyp < f, quindi

| sz [ ks =ku).
A A
Pertanto

1
u(B) < EJAf(x)dx—w.

k—oo
Quindi u(B)=0.
II) Poniamo B = {x € Alf(x) > O} e, per k € N*, B, = {x e Alf(x) > 1/k}.
Si ha B =|J,B: e la successione dei B, ¢ crescente, quindi, per il teorema 1.2.24,
affermazione I, risulta (B)=lim;_, , u(By). Poiché (1/k)y, < f, Yk €N",siha

1 1
O:fAf(x)deLE)(Bk(x)dx = E#(Bk)’

pertanto u(B,)=0. Pertanto si ha anche u(B)=0. u
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Il teorema seguente ¢ un primo risultato sulla possibilita di scambiare limite e integrale
per una successione di funzioni. Fornisce anche uno strumento per provare le proprieta
dell’integrale di funzioni misurabili non negative a partire dalle corrispondenti proprieta
dell’integrale di funzioni semplici.

1.4.13 Teorema (della convergenza monotona di Beppo Levi®)

Siano A€ M (R") e (f,)pey successione di funzioni misurabili da A4 a [0,4+00],
tale che, Ve eN,siha f, < f,.,. Allora

lim J fu(x)dx = f lim f,(x)dx

k—+4o00 A k——+o00

DimosTrRAZIONE. Poiché, Vx € A, la successione < fk(x)> LeN ¢ crescente, essa ha limite,

che indichiamo con f(x). La funzione f: A — [0,4+00] cosi definita ¢ misurabile, perché
limite di funzioni misurabili (v. teorema 1.3.16). La successione (f;),oy € crescente, per-

tanto, per il teorema 1.4.10, anche la successione <f A e(x)dx ) pey © Crescente, percio ha
limite. Si ha, Yk €N, [, fi(x)dx < [, f(x)dx, pertanto risulta

Jim. L]fk(x)dxs | s

Per terminare la dimostrazione proviamo che

f(x)dx < lim fk( Ydx
A

k—+00

Per la definizione di integrale ¢ sufficiente provare che qualunque sia ¢: A — [0,400][
semplice e tale che ¢ < f, risulta

k—+00

f P(x )dx< lim fk( Ydx
A

Sia ¢ una tale funzione e sia 8 € 10,1 .
Per k£ €N poniamo

B, ={x €A|dp(x) < fi(x)}-

Poiché 8¢ e f, sono misurabili, B, € .#(R"). Proviamo che la successione dei B, ¢
crescente ¢ ha unione A. Per k €N, se x € B, , allora S¢(x) < f,(x) < f,1(x), quindi
x €By,;percio B, CB,,,.Sia x €A. Se ¢(x)=0,allora, YeeN,siha S¢(x)=0<
fp(x);se o(x)>0,allora S¢(x) < ¢(x) < f(x), quindi, definitivamente, & ¢(x) < f,(x).
In ogni caso 3k €N tale che x € By, percio | J, B, =A.

Il teorema prende il nome da Beppo Levi (Torino, 1875 - Rosario, Argentina, 1961), ottenne importanti
risultati sulle equazioni differenziali, le funzioni di variabile complessa, la geometria algebrica. Levi pubblico il
teorema in un articolo del 1906.
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Posto, per keN, ¢, =8¢y, risulta ¢ < f,. Infatti se x € By, allora si ha

& (x @(x) < f,(x), mentre se x € A\ B, , allorasi ha ¢,(x) =0< f,(x). Pertanto,
Yk e N

f gbk(x)dng fr(x)dx. (1.4.1)
A A

Determiniamo 1l limite di f P p(x)dx.
Sia @(A) ={A;, 4y...,4,}, con i /1]- €[0,+o00[ distinti tra loro, e, per j =1,2,...,p,
poniamo A; = f~'({A;}). Allorasi ha, Yk €N,

? ?
dp= Z SAZ)(AZXB,Q = Z SAZXAgmBk .
(=1 (=1

Risulta A, NB, CA, N By, e |J,(A;NB,) =A,NA=A,, quindi, per il teorema 1.2.24,
affermazione I, st ha lim,_,, . u(A,NB,) = u(A,). Pertanto

P
JA¢k(x)dx:ZSAZN(A€ﬂBk P 23/14/“ (4) SJ
/=1 /=1

Quindi, per uguaglianza (1.4.1), si ha

3f x)dx < lim Jfk
k—400

Questa disuguaglianza vale V& € 10,1[, quindi vale anche per & = 1, pertanto risulta
fA p(x)dx <limy_,, fAf/e(x)dx u

Il teorema di Beppo Levi puo essere utilizzato per il calcolo degli integrali. La defi-
nizione di integrale di una funzione f richiede di considerare tutte le funzioni semplici
maggiorate da f e di determinare ’estremo superiore degli integrali di tali funzioni. Per il
teorema di Beppo Levi ¢ sufficiente costruire una successione crescente di funzioni semplici
convergente a f (che esiste per il teorema 1.3.29) e determinare il limite della successione
degli integrali di tali funzioni.

1.4.14 Esempio. Sia
g4:|:0,1]—>]R, g4(x):ﬁ.

Lafunzione g, € non negativa; inoltre ¢ continua, quindi misurabile. Procedendo come
nella dimostrazione del teorema 1.3.29, costruiamo una successione crescente di funzioni
semplici convergente a g, ponendo f,(x) = £/2%F se £/2F < g,(x) < (£ +1)/2F, con
¢ =0,1,...,2F. Poiché g, & sempre minore o uguale a 1 non ¢ necessario considerare
valori di £ maggiori di 2.
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Se £ < 2F siha (/2% < g(x) < ({4 1)/2% se e solo se £2/2% <x < (£ +1)2/2%,
mentre se £ =2F siha /2% < g,(x) < (£ +1)/2% seesolose x =1. Pertanto

Sory 2y 1S 23, 13
T SET S ST S S oL

[ /=1 =1

2 ( E_12kF1—1) 1 (2’6—1)2’6_12k—12’€+1—1+12’€—1 2

23k 6 2k 2 3 2k 2k 2 2% poioo 3
Pertanto f[m]ﬁdx:Z/B. <

Utilizziamo il teorema di Beppo Levi 1.4.13 per provare che alcune proprieta dell’inte-
grale di funzioni semplici valgono anche per 'integrale di funzioni misurabili.

1.4.15 Teorema
Siano A,B€ M (R"),con BCA,e f:A—[0,+00] misurabile. Allora

| 71, = [ reas.

DivosTRAZIONE. Per il teorema 1.3.29 esiste (¢, )pey Successione crescente di funzioni
semphcl chetendea f . Per il corrispondente teorema per funzioni semplici (teorema 1.4.6)

siha, YeeN,
| e @ix= | pomxax:
B A

per il teorema di Beppo Levi 1.4.13 I'uguaglianza vale anche passando al limite. u

1.4.16 Teorema

Siano A€ M (R"), f,g: A—[0,+00] misurabili e ¢ €[0,400[. Allora:
I) fAcf(x)dx:cfAf(x)dx;
[(f(x)+g(x))dx = [, f(x)dx + [, g(x)dx

\ J

DiMoSTRAZIONE. Per il teorema 1.3.29 esistono (¢ )pey € (¢ )pen Successioni crescenti di
funzioni semplici che tendono a f e a g, rispettivamente. Per il corrispondente teorema
per funzioni semplici (teorema 1.4.7) si ha, Yk €N,

JAcgak(x)dx:chok(x)dx,
L(?k(x)"‘%e(x))dx:Lgak(x)dx-l—Lgék(x)dx

per il teorema di Beppo Levi 1.4.13 I'uguaglianza vale anche passando al limite. u
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1.4.17 Teorema

Siano A € M (R") e 33/° f, una serie di funzioni misurabili da A a [0,+o00].
Allora
+oo +00
ZJ fk(x)dx:f > fulx)dx.
k=04 A k=0

DmvosTrAZIONE. Indichiamo con s;, lasomma parziale k -simadellaserie 37/ f, . Poiché

le f, sono non negative, la successione (s, ),y € crescente, quindi, per il teorema di Beppo
Levi 1.4.13, s1 ha

k—+400

+00
> flx)dx :J lim s,(x)dx = lim J sp(x)dx.
A= A k—+o00 A
Per il teorema 1.4.16, affermazione II, si ha [, s,(x)dx = Zf:o fAf]-(x)dx , da cio segue
subito il teorema. |

Possiamo utilizzare questo teorema per studiare I'integrale sull’'unione di piu insiemi.

1.4.18 Teorema (additivita numerabile dell’integrale)

Siano {A, |k € ./} una famiglia finita 0 numerabile di sottoinsiemi misurabili
di R” adue a due disgiunti, A=|J,_ 4, ¢ f: A—[0,400] misurabile. Allora

Lf(x)a’xzz f(x)dx.

ke YA,

\

DimosTRAZIONE. Per i teoremi 1.4.15¢ 1.4.17

S fwdx=S f/(x)xAk(x)dx - L F0)'S xa (x)dx

ke VA ke.d ke

Gli A, sono a due a due disgiunti e la loro unione ¢ A, pertanto, Yx € A esiste uno e
un solo k € ./ tale che x €A}, quindi 3,c . x4 (x) = 1. Pertanto I'integrale a ultimo

membro ¢ uguale a [, f(x)dx. ]

Come conseguenza di questo teorema si ottiene immediatamente il seguente.

1.4.19 Teorema

Siano A€ M(R") e f,g: A—[0,4+00] misurabili. Se / = g quasi dappertutto

in A allora
L Flx)dx = L g(x)dx.
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DIMOSTRAZIONE. Sia B = {x € A|f(x) # g(x)}. Per ipotest u(B) = 0, quindi, per il
teorema 1.4.11, ogni funzione ha integrale nullo in B. Pertanto, per il teorema di attivita
numerabile dell’integrale 1.4.18,

[ rwir=| fedxs [ fwdn= [ pwix=
A A\B B

A\B

- L\B g(x)dx = L\B g(x)dx + L g(x)dx = L g(x)dx. 0

Il teorema di Beppo Levi 1.4.13 riguarda I'integrale del limite di una successione cre-
scente di funzioni non negative. Poiché il minimo limite di una successione ¢ limite di
una successione crescente, possiamo utilizzare tale teorema per avere informazioni sull’in-
tegrale del minimo limite di un’arbitraria successione di funzioni non negative. Si ottiene
il teorema seguente.

1.4.20 Teorema (Lemma di Fatou’)

Siano A€ M (R") e (f, )pey successione di funzioni misurabili da A a [0,4+oc0].
Allora

fminlimf,e( )dx<m1nllmJ Jfe(x
A

k—+o00 k—+o00

DimosTRAZIONE. Poniamo, Yk € N, Vx € A, g,(x) = inf{f;(x)|j > k}. Per il teore-

ma 1.3.14 ciascuna funzione g, ¢ misurabile. Inoltre la successione (g;),cy ¢ crescente.
Percio, per il teorema di Beppo Levi 1.4.13

fmmhmf,e )dx:f lim g (x)dx= lim | g,(x)dx
A

k—+o00 k—+o00 k—+oo J 4

Per la definizione di g, ,se j >k ,siha g, < f] , quindi, Yk €N, risulta

) Lgk(x)dxg}giij(x)dx,
percio

lim f gk(x)dx< hm mff 7( x)dx mmhmf fr(x)dx. |

k—+00 k—+00

1.4.21 Esempio. Vediamo un esempio in cui nella tesi del lemma di Fatou non si ha ugua-
glianza.

Poniamo, Yk € N*,

g0 -R,  g(x) =Ry (x).

"1l teorema prende il nome da Pierre Joseph Louis Fatou (Lorient, Francia, 1878 - Pornichet, Francia, 1929), che
diede contributi allo studio dei sistemi dinamici e dell’analisi complessa. Questo teorema, anche se comunemente
chiamato “lemma di Fatou”, ¢ fondamentale per lo studio dell’integrale; fu provato da Fatou nel 1906.
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Per ogni x € ]0,1[,se & >1/x siha x >1/k, quindi g,(x)=0, pertanto g,(x)— 0,
per B — 400, qualunque sia x € ]0,1[ . Quindi si ha

f klim gk(x)dx:f 0dx =0.
Jo.[FHee .1

fm gk(x)dx:/e,uqo,%D:l. <

Invece, Yk € N*, si ha

i
5
3/

f

Figura 1.4.1
La successione di funzioni studiata nell’e-
sempio 1.4.21
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| |
| |
| |
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o
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11
4 3

Il teorema seguente, valido per le funzioni con integrale finito, afferma che 'integrale ¢
piccolo in insiemi di misura piccola.

1.4.22 Teorema (assoluta continuita dell’integrale)

Siano A € #(R") e f:A— [0,+00] misurabile e tale che [, f(x)dx < +oo.
Allora, Ye e Rt, 38, € R* tale che, per ogni B € #(R”) sottoinsieme di A con
uB)< 8, ,siha [ f(x)dx<e.

DmvosTrAZIONE. Fissiamo ¢ € R™. Per la definizione di integrale esiste ¢: A — [0,+00][
semplice, tale che ¢ < f e

f p(x)dx > f f(x)dx— :,
A A 2
ciog, per il teorema 1.4.16, affermazione II,

e

f <f(x)—g0(x))dx < 3
A
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Poiché ¢ ha immagine finita, ha massimo; sia K = max¢. Allora, qualunque sia B C A
misurabile, si ha

| rwix= (Fw=g)dx | pwdx <= (Flo-pw)dx+ | podx<

B

<5+J de§5+Ky(B).
2 J 2

Posto &, =¢/(2K),se w(B)< 8, ,allorasiha [, f(x)dx <c. |

1.4.23 Osservazione. Il nome di questo teorema ricorda che, in un senso opportuno,
I’integrale dipende con continuita dal dominio di integrazione.
Infattisiano /', ¢ e 8, come nell’enunciato del teoremae B, B, C A misurabili. Allora

Llf(x)dx— sz(x)dx

(x)dx + » (x)dx—Lszl F(x)dx— L\Bl flx)dx

B,NB,

fx)dx—|  f(x)dx

Bl\BZ BZ\Bl

< fBl\Bzf<x>dx+ Lz\glf(’”d’“:

= f f(x)dx.
(B;\B,)U(B,\B,)
Pertanto, se u((B;\ B,)U(B,\B,)) < 8., allora UB f(x)dx —fB flx)dx|<e.
Osserviamo che (B, \ B,)U(B, \ B,) ¢ la differenza simmetrica tra B, e B, . <

1.4.2 INTEGRALE DI FUNZIONI MISURABILI

Abbiamo finora definito I'integrale di funzioni misurabili non negative. Estendiamo la
definizione a funzioni di segno arbitrario. L'idea di base ¢ di scomporre la funzione nella
differenza di due funzioni non negative e di definire I'integrale come la differenza degli
integrali di queste funzioni. Per procedere in questo modo ¢ necessario che gli integrali di cui
si fa la differenza non siano entrambi uguali a +o00 . Per evitare questa situazione definiamo
I’integrale per una classe di funzioni piu piccola di quella delle funzioni misurabili.

Sia f: A— R, con ACR”. Nel seguito indicheremo sempre con f* e f~ le funzioni
da A a [0,400] tali che, Vx €A,

fT(x)=max{f(x),0},  f7(x)=max{—f(x),0}.

Le funzioni /T e f~ sono dette, rispettivamente, parte positiva e parte negativa di /.
Si verifica facilmente che, Yx € A, si ha

fre)—f)=Ffx), [T+ (x)=]f(x)]

Se f ¢ misurabile, allora le funzioni f+ e f~ sono misurabili, perché massimo di
funzioni misurabili (v. teorema 1.3.14).



1.4. Integrale secondo Lebesgue 57

7N /N ~

Figura 1.4.2
Parte positiva e parte negativa di una funzione.

Definizione di funzione sommabile e integrale di una funzione sommabile

Siano A€ .#(R") e f: A— R misurabile. Diciamo che f ¢ sommabile quando
si ha fAer(x)dx <400 e fAf_(x)dx < 4o00. In tal caso chiamiamo integrale
di / il numero reale

[ ras= s [ s-was.

e

Se f ¢ a valori non negativi, allora f© = f e f~ =0, quindi f & sommabile se e
solose [, f(x)dx < +o0. In questo caso ¢ evidente che la nuova definizione di integrale

coincide con quella precedente.
Vediamo alcune condizioni che assicurano che una funzione ¢ sommabile.

1.4.24 Teorema

Siano A€ .#(R") e f: A— R misurabile. La funzione f ¢&sommabile se e solo
se |f] ¢ sommabile e in tal caso si ha

| rwas|< [ pwlax.

. J

DIMOSTRAZIONE. Se f ¢ sommabile allora

L|f(x)|dx:L<f+(x)+f_(x)>dx=Lf+(x)dx+Lf_(x)dx<+oo.

quindi |f| ¢ sommabile.
Viceversa, se |f| ¢ sommabile, allora

LJH(X)CZX < JA(f+(x)+f_(x)) dx = L|f(x)| dx < +00;

in modo analogo si prova che [ 4/ (x)dx < +oo, quindi f ¢ sommabile.
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Inoltre se f ¢ sommabile, allora

= < +

L fx)dx

| rrs— [ rwas

L FH(x)dx

L F(x)dx

= | rrwds | rwis=| 1) d. o

1.4.25 Teorema

Siano A€ .#(R") e f: A — R misurabile. Se esiste g: A — [0,400] sommabile
e tale che |f| < g, allora f/ & sommabile.

DimosTRAZIONE. Per il teorema 1.4.10si ha [, |f(x)|dx < [, g(x)dx <400, quindi |f]
¢ sommabile, pertanto, per il teorema 1.4.24, / ¢ sommabile. [ |

1.4.26 Teorema

Siano A € M(R") e f: A — R misurabile. Se u(A) < +oo e f ¢ limitata,
allora f & sommabile.

DimosTRAZIONE. Posto K = sup{|/(x)||x € A}, la funzione |f| ¢ maggiorata dalla fun-

zione che vale costantemente K, che ¢ sommabile perché il suo integrale ¢ Ku(A) < +o0.
Quindi, per il teorema 1.4.25, f ¢ sommabile. [ |

Estendiamo le proprieta dell’integrale di funzioni misurabili non negative all’integrale
di funzioni sommabili.

1.4.27 Teorema (monotonia dell’integrale)

Siano Ac .#(R") e f,g:A— R sommabili. Se f < g, allora

Lf(x)dx SJAg(x)dx.

\

DimosTrAZIONE. Siha, Yx €A,
[ (x) = max{f(x),0} < max{g(x),0} = g *(x),
[~ (x) = max{—f(x),0} > max{—g(x),0} = g (x).

Pertanto, per il teorema 1.4.10, fAf+(x)dx < fA gt(x)dx e fAf_(x)dx > fA g (x)dx,
da cui segue la tesi. u

1.4.28 Teorema

Siano A€ .#(R") e f:A— R misurabile. Se u(A)=0, allora f &sommabile e
st ha fAf(x)dx:O.
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DimosTRAZIONE. Segue dal fatto che, per il teorema 1.4.11, Pintegrale di /™ edi f~ ¢ 0.
|

1.4.29 Teorema

Siano A € M(R") e f: A — R sommabile. Allora, per quasi ogni x € 4,
f(x)eR.

DimOSTRAZIONE. Poiché f & sommabile [, f*(x)dx <400 e [, f~(x)dx < +o0, quin-
di, per il teorema 1.4.12, affermazione I, {x €A|f*(x) =400} e {x €A|f(x) =00}
hanno misura nulla. Allora {x € A| f(x) € {+00,—00}}, che ¢ 'unione dei due insiemi
precedenti, ha misura nulla. u

1.4.30 Teorema

Siano A,B € .#(R"), con B C A, e f:A — R sommabile. Allora le g

sommabile e

[ rax= s

\

DivmosTtrAZIONE. Poiché |f yz| < |f]|, per il teorema 1.4.25 fy, ¢ sommabile. Per il
teorema 1.4.15

JBf+|B(x)dx = JAf+(x))(B(x)dx <400

[ s = [ @< oo,

quindi f | ¢ sommabile.

Inoltre si ha

JBf|B(.X')dx:J;f+|B(x)dx—JBf_|B(x)dx:
[ f+ — (x x)ax =
= | Frwmsmds= | Fed
f " - (x)ax = x)yp(x)ax
= | = [ Gy eds= [ fopwar. .

1.4.31 Teorema (linearita dell’integrale)

Siano A€ #(R"), f,g: A— R sommabilie c €R. Allora:

I) ¢f ¢sommabile e si ha

L of()dx =c f fle)dn;
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II) se f+ g e definita, allora ¢ sommabile e si ha

[ e+ s)ix= swravs [ gax

& v

DimosTrAZIONE. I) Poiché

cf(x)dx=| |c||f(x)|dx =]|c )| dx 00
[ ler@ldx = [ kellsmlax=Icl | [rwldx <+

per il teorema 1.4.24, ¢/ ¢ sommabile.

L'uguaglianza tra gli integrali segue dall’analoga uguaglianza per funzioni misurabili
non negative (v. teorema 1.4.16, affermazione I) se ¢ > 0. Quindi ¢ sufficiente provarlo per
¢ =—1 per concludere che vale anche per ¢ <0.

Si ha (—=f)"(x) = max{—f(x),0} = f7(x) e (=f)"(x) = max{f(x),0} = f*(x),

quindi
| (rendr= | =nrede= | —fredx=
_ L F(x)dx— L FHx)dx :—L Flx)dx.
1) Poiché
F+ )| dx < [ (£ +[g@)dx = [ [f@)]dx+ [ [g0)] dx < +oo,
A A A A

per il teorema 1.4.24, f + g ¢ sommabile. Inoltre si ha

f+e) —(f+g) =f+g=f"—f"+g" —¢,
quindi
f+e) +/ +e =(+g) +/"+g".
Poiché la formula che stiamo dimostrando vale per le funzioni misurabili non negative
(v. teorema 1.4.16, affermazione II), si ha

L (f + g (x)dx + L F(x)dx + JA ¢ (x)dx =
= [ et | Frmdss | g,

quindi
| r+ormdx— [ rrgriax-
= L FH(x)dx— JA F(x)dx + JA gH(x)dx — JA ¢ (x)dx. m
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Dal lemma di Fatou 1.4.20 otteniamo il seguente teorema sull’integrale del limite di una
successione di funzioni sommabili.

1.4.32 Teorema (della convergenza dominata di Lebesgue)

Siano A € M (R") e (f;,)pen Successione di funzioni misurabilida A a R conver-
gente. Se esiste g: A — [0,+00] sommabile, tale che, Yk €N, si ha |f,| < g, allora
lim,_,, ., f, ¢ sommabile e

lim J];(x)dx:LkETm];(x)dx

. J

DimosTRAZIONE. Poniamo, Vx €A, f(x)=1lim,_,,  f,(x). La funzione f ¢ misurabile
perché limite di funzioni misurabili (v. teorema 1.3.16). Poiché |f,(x)| < g(x), si ha anche
|/ (x)| < g(x), quindi, per il teorema 1.4.25, /¢ sommabile.

Poiché, Ve eN,siha |f,|<g e |f|<g,risulta |f,—f| <|f.| +1f]| < 2g; pertanto la

funzione 2g —|f, — f| ¢ a valori non negativi. Per il lemma di Fatou,

m1n11m<2g — /(%) |>dx<m1n11mf <2g x)—|fe(x) |>dx,

A k—too k—+o00

che equivale a
| (2et0)=mastiml )= 7)) < [ 2g06)dx —masion [ |fix)—f o] .
Poiché |f,(x)—f(x)| =0, per & — 400, da qui segue
| 260dx < | 2000z —maxtim | |fitw)—f (o],

quindi maxlim,_,, fA|fk(x)—f(x)| dx <0. Poiché fA|fk(x)—f(x)| dx >0 si haanche
minlim,_,, fA|ﬁe(x)—f(x)| dx >0, pertanto lim,_, fA|ﬁe(x)—f(x)| dx =0. Poiché,

Vk €N, siha
Lfk(x)dx_Lf(x)dx

(x)dx —L F(x)dx

. \
e il teorema ¢ provato. u

< | Vhw—rwldx,

risulta

% O
k—+o00

L'ipotesi che esista una funzione sommabile che maggiora tutti i termini della successio-
ne ¢ essenziale per la validita di questo teorema, come mostra il seguente esempio.

1.4.33 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni di termine k -simo (con & € N*)
g 01 —R,  g(x)=Fkyp(x).

gia studiata nell’esempio 1.4.21.
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Abbiamo stabilito che tale successione converge a 0, ma risulta | o[ g (x)dx =1,

qualunque sia k& € N* | pertanto

f lim g, x)dx;é hm J gp(x)dx.
10,1] 10,1]

k—+o00

Non si puo applicare il teorema della convergenza dominata di Lebesgue 1.4.32, perché
non esiste una funzione sommabile che maggiora ciascuno dei termini della successione.

Per verificarlo determiniamo la piu piccola funzione g: ]0,1[ — [0,+00] che maggio-
ra g, per ogni k € N*; evidentemente g(x)= sup{ g.(x)| ke N*} .

Sia j € N*; se B < st ha [1/(j +1),1/j[ € ]0,1/F[, mentre se & > ; risulta
[1/(G+1),1/j[N]0,1/k[ =@; quindi se x € [1/(j +1),1/j[ siha g,(x)=Fk se k<,
mentre g,(x)=0 se k> j. Pertanto risulta

g:10,1[ = [0,400],  g(x)=7, perxe[l/(j+1),1/j[.

+o00 +o00o 1
sdx=3 [ jax= ;(———) e,
f]o,l[ ; [1/<f+1>,1/f[ Z J+1 — J+1

perché la serie armonica ¢ divergente. Quindi g non ¢ sommabile. <

Si ha

Dal teorema della convergenza dominata di Lebesgue 1.4.32 si ottengono facilmente i
seguenti teoremi.

1.4.34 Teorema

Siano A€ /A (R”) e 3% f,, unaserie di funzioni sommabili da A a R conver-
gente. Se 377 [ | f,(x)|dx <400, allora 37F*° f, ¢ sommabile e si ha

Jfk dx_Lkax)dx

\ J

1.4.35 Teorema (additivita dell’integrale)

Siano {A, |k € ./} una famiglia finita 0 numerabile di sottoinsiemi misurabili
di R” a due a due disgiunti, A= J,_ A4, ¢ f:A— R misurabile. Se, Vk € .o/,
f|A ¢ sommabilee >, fAk |/ (x)|dx <400, allora f &sommabile in A esiha
k

ff(x)a’xzz f(x)dx.
A keof YAy

. J

I teoremi seguenti relativi alle funzioni sommabili sono una facile conseguenza degli
analoghi teoremi per le funzioni misurabili non negative.
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1.4.36 Teorema

Siano Ac #(R") e f,g:A—R.Se f &sommabilee f =g quasi dappertutto
in A allora g ¢ sommabile e

Lf(x)dx = JA g(x)dx.

\

DivosTRAZIONE. Poiché si haf = g quasi dappertutto, risulta f* = gT e /= = g~
quasi dappertutto. Pertanto, per il teorema 1.4.19, si ha [, fT(x)dx = [, g*(x)dx e
fAf_(x)dx :fA ¢ (x)dx da cui segue fAf(x)dx :ng(x)dx. u

1.4.37 Teorema (assoluta continuita dell’integrale)

Siano A € M (R") e f: A — R sommabile. Allora, Ve € R*, 38, € R* tale
che, per ogni B € #(R") sottoinsieme di A con u(B)< &8, ,siha fB |f (x)|dx <.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dall’analogo teorema per le funzioni a valori non
negativi con integrale finito (teorema 1.4.22). u

1.4.3 RELAZIONE TRA INTEGRALI SECONDO RIEMANN E SECONDO LEBE-
SGUE

In questa sottosezione studiamo, nel caso unidimensionale, la relazione tra integrale
secondo Riemann e integrale secondo Lebesgue, sia per I'integrale in intervalli compatti
che per I'integrale generalizzato.

Concluderemo che su intervalli compatti I'integrale secondo Lebesgue ¢ piu generale di
quello secondo Riemann e che la sommabilita e piu generale della assoluta convergenza di
integrali generalizzati.

. : : Cae : b : .
Per distinguere i due integrali utilizziamo la notazione fa per 'integrale secondo Rie-

mann e | ep] PET quello secondo Lebesgue.

1.4.38 Teorema

Siano [4,b]CR e f:[a,b]— R limitata. Se f ¢ integrabile secondo Riemann
allora ¢ sommabile secondo Lebesgue e si ha

b
J f(x)dx = ]f(x)dx.

[a,b

\

DiMOSTRAZIONE. Per la caratterizzazione della integrabilita secondo Riemann, Yk € N*,
esiste 0}, scomposizione di [a,b], tale che st ha S(f,0,)—s(f,0,)<1/k. Poniamo,

k c 17 \ .o . . N
Yk e N, 7, = szl o;. Poiché 7, ¢ un sottoinsieme finito di [a,5], ¢ una scompo-

sizione ed evidentemente ¢ piu fine di o, quindi si ha anche S(f,7,)—s(f,7,)<1/k.
Inoltre 7,,, ¢ piufinedi 7.
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Fissato k € N*, sia 7, = {xo,xl,...,xp}, con a =xy <x; <--<x, = b . Poniamo
Ji=1[%0%,] e per ] =2,3,...,p, ]j = ]x]-_l,xj] . Evidentemente gli intervalli ]j sono a
due a due disgiunti e la loro unione ¢ [a,5]. Poniamo

g [a,b] - R, g,(x) :[mf f, sexe],
x] 1x

hy:[a,b]—>R, hp(x)= sup f, sex€],.

[xj—l >xj]

Poiché ciascuno degli intervalli /; ¢ misurabile, le funzioni g, e 5, sono misurabili. Inol-

tre esse sono limitate in un insieme di misura finita, quindi, per il teorema 1.4.26, sono
sommabili. Per il teorema di additivita dell’integrale 1.4.35 si ha

b4

[ICIES 2 GRS YLD e IURE
a, j =1 %] j=1 X=1%
—S(f Tk

Analogamente f[d b hy(x)dx =S8(f,7}).

Figura 1.4.3

Le funzioni g, e b, definite
nella dimostrazione del teore-
ma 1.4.38

Poiché, per ogni 7, J; C[x ], se x €]; risulta

j—1%j

g,(x)=inf f<1nff<f(

[]1]

Pertanto si ha g, < /. In modo analogo si dimostra che b, > f .

Poiché 7, C 7., siha g, < g,y e by > by, . Infatti, se x € [a,b], allora esi-
ste un intervallo chiuso [, i cui estremi sono punti consecutivi di 7, tale che x € J
e g (x)=inf; f, ed esiste un intervallo chiuso 7, i cui estremi sono punti consecutivi
di 7., tale che xel e g, ,(x) = inf; f. Poiché¢ 7, C 7, ,, st ha I C ], quindi
inf, f <inf; f, pertanto g,(x) < g, ,(x). In modo analogo si dimostra che, Yx €[a, 5],
stha hy(x)>hy, (x).
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Per quanto provato finora, Yx € [, ], la successione ( g (x)) ¢ crescente e limitata

keN*
superiormente da f(x), pertanto ha limite reale che indichiamo con g(x). Ovviamente,
Yk € N*, si ha g (x) < g(x) < f(x). Analogamente esiste reale lim,_  /.(x). Lo
indichiamo con A(x) e risulta b, (x) > h(x) > f(x).

Le funzioni g e b cosi definite sono limite di successioni di funzioni misurabili, quindi,
per il teorema 1.3.16, sono misurabili. Inoltre st ha b, — g, > h — g, pertanto, Yk € N*
st ha

hi(x)— o(x))dx ho(x)—o.(x))dx =
Lm<u ¢(x)) sﬁwﬁa>ga» f

b= | gdr=
[4,5]

[a,0]
1
=S3(fsme)—s(fr ) < Z

Pertanto f[a’b](b(x) —g(x))dx =0. Poiché h—g ¢ non negativa, per il teorema 1.4.12
¢ nulla quasi dappertutto, quindi per quasi ogni x € [a,b] si ha g(x) = h(x). Poiché si
ha g(x) < f(x) < h(x), se g(x) = h(x) st haanche g(x) = f(x) = h(x). Pertanto f ¢
uguale quasi dappertutto a g e a b che sono misurabili, quindi, per il teorema 1.3.19, f
¢ misurabile; poiché ¢ limitata in un insieme di misura finita, per il teorema 1.4.26, ¢
sommabile.

Per il teorema 1.4.36, Yk € N* risulta

’ 1
x)dx = x)dx Xdx =s(f,t,)> Odx— L.
S| gz | g@demsrin)z | fedg

pertanto

b
]f(x)dx ZL f(x)dx.

[a,b

In modo analogo si dimostra che

b
]f(x)deL f(x)dx. u

[a,b

Questo teorema assicura che ogni funzione integrabile secondo Riemann ¢ anche inte-
grabile secondo Lebesgue; non ¢ vero il viceversa, come mostra il seguente esempio.

1.4.39 Esempio. Consideriamo la funzione

1, sexe€@Q,

ZR R, =
St &1(x) {O, se xeR\Q,

gia studiata nell’esempio 1.3.2, in cui abbiamo provato che g, € misurabile.

Scelto [a4,b] C R poniamo h = &l . -La funzione b ¢ misurabile, perché restrizione

[a,0]
di una funzione misurabile, e limitata, quindi € sommabile.

Proviamo che » non ¢ integrabile secondo Riemann.

Ogni intervallo di R contiene sia punti di Q, che punti non appartenenti a Q. Percio
in qualunque intervallo 5 ha massimo 1 e minimo 0. Pertanto se 0 = {xg,x;,...,%,} ¢
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una scomposizione di [a, 5] risulta

k k
S(hyo)= Z sup b (x; —x; ):Zl-(xj—xj_l):b—a,
j=1 [xj_px;] j=1
k k
Z[ 1nfx]h Xj—Xj_ 1):20-(x].—x]._1):o.
7j=1 Xj-1 =1

Quindi / ha integrale superiore b —a e integrale inferiore 0, percio non ¢ integrabile
secondo Riemann. <

1.4.40 Teorema

Sia f:[a,b] >R, con —co <a < b <+oo,taleche, VB € la,b[, f ¢ integra-
bile secondo Riemann in [a, 8]. La funzione f ¢ assolutamente integrabile in senso
generalizzato se e solo se ¢ sommabile e in tal caso si ha

b
j fede= | s
a [a,b]

. v

DIMOSTRAZIONE. Sia (b),cy una successione in [a, b[ strettamente crescente, tale che
by=a e b, — b. Evidentemente [a, b[ = UkeN[“’ b,] e, per il teorema 1.4.38, fl[a,bk] &

misurabile, pertanto, per il teorema 1.3.17, f ¢ misurabile.
Per definizione di integrale generalizzato

f |/ (x |dx_ hm | (x)|dx

e, per il teorema 1.4.38,

b
Jim [ Vlds=im [ Vol

Inoltre, poiche [a,b,[ = Uk [b._,b] e [a,b] = UjeN*[bj—l’bj[’ per il teorema di

additivita dell’integrale 1.4.35, si ha

k
f(x) dx:f f(x)|dx = f dx—> f f(x)|dx =
f[ﬂ’bk]| | [ﬂ,bk[l | ]21 [bj—l’bj[ | k_)+o° ] - ] |
:f |/ (x)|dx.
[a,b]

Pertanto risulta fﬂb|f(x)| dx = f[a,b[|f(x)| dx . Quindi f[ﬂ,b[|f(x)| dx < +o0o se e solo se
ff|f(x)| dx <+o00.

Infine, se f ¢ assolutamente integrabile in senso generalizzato, allora si puo ripetere

per f quanto osservato sopra per |f|, quindi si ha ff f(x)dx = f[a b[f(x)dx . [



1.5. Calcolo degli integrali 67

1.5 CALCOLO DEGLI INTEGRALI

In questa sezione studiamo alcuni teoremi che forniscono utili strumenti per il calcolo
esplicito degli integrali.

1.5.1 TEOREMI DI RIDUZIONE

Il primo strumento che studiamo consente di ricondurre il calcolo di un integrale di una
funzione dipendente da un certo numero di variabili al calcolo di integrali di funzioni che
dipendono da un numero minore di variabili, con lo scopo finale di ricondursi al calcolo di
integrali di funzioni di una sola variabile.

Per illustrare 'idea di base facciamo alcune considerazioni informali di tipo geometrico.
Dalla teoria dell’integrale secondo Riemann, sappiamo che, mediante 'integrale di funzioni
di una variabile, si possono calcolare aree. Infatti sia f:[a,b] — R" integrabile secondo
Riemann e poniamo

A={(x,)€[a,b]xR|0<y < f(x)};

sappiamo che l’areadi A ¢ugualea [ f f(x)dx . Evidentemente f(x) ¢lalunghezza del seg-

mento [0, f(x)]; tale segmento ¢ costituito dalle ordinate dei punti che si ottengono inter-
secando A con la retta verticale individuata dall’ascissa x . Quindi, indicando con A, tale
insieme, I’area di A si ottiene integrando la funzione che a x fa corrispondere la lunghezza
di A, . In formula:

Questo consente di determinare una misura bidimensionale mediante I'integrale di una fun-
zione di una variabile. Vedremo che un fatto analogo vale anche in dimensione superiore.

Possiamo anche interpretare in altro modo questa uguaglianza. Larea di A ¢ I'integrale
in R? della funzione y,. Sappiamo che, se f ¢ positiva, per x € [a,b], f(x) ¢ la lun-
ghezza di A, , che ¢ I'integrale della funzione y, ;seinvece x ¢[a,b],allora A, =@ ela

sua misura ¢ 0. Evidentemente y € A se e solo se (x,y) € A, quindi x4 (V) = xa(x,),

pertanto st ha

b

JRZZA(x,y)d(x,y)ZM(A):L"f(x)dx=L M(XAx)dx:fRM(XAx)dx:

— JRUR )(Ax(y)dy> dx = JRUR )(A(x,y)dy> dx.

Vedremo che 'uguaglianza

JRZ xa(x,y)d(x,y) = JRUR ;(A(x,y)dy>dx,

vale non solo per le funzioni caratteristiche e vale anche in dimensione superiore.
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Osserviamo che la scrittura d(x,y) sta a indicare che integriamo una funzione che
dipende dalle variabili x e y. Spesso anziché d(x,y) siscrive dxdy, perché cio non da
luogo ad ambiguita.

I teoremi che otteniamo vanno sotto il nome di “teoremi di riduzione” perché riducono
un integrale a integrali rispetto a un numero minore di variabili.

In questa sottosezione consideriamo lo spazio R” come prodotto cartesiano R7 x R” .
In generale indichiamo un elemento di tale spazio con (x,y), intendendo che x € R?
eyeR".

Definizione di sezione di un insieme

Siano ACR? x R” e x € R7. Chiamiamo x -sezione di A I'insieme

A, ={yeR"|(x,y)€A}.

%)

X1

Figura 1.5.1

Lasezione A, ¢ la proiezione sull’asse del-
le y dell’intersezione tra I'insieme A e la
retta verticale dei punti di ascissa x .

1.5.1 Osservazione. Se poniamo
R:R -RIXR,  R,(y)=(x),

risulta

A, ={y€R"|R.(y) €A} =R (4).

Poiché R, ¢ continua, se A ¢ aperto, allora A ¢ aperto, mentre, se A ¢ chiuso, allora A,
¢ chiuso. Da cio segue che, se A ¢ ditipo Gy, allora A, ¢ ditipo Gy, se A ¢ditipo F,,

allora A, editipo F, . <

Vediamo anzitutto come calcolare la misura di un insieme mediante I'integrale della
misura delle sue sezioni. Da cio si ottiene facilmente che I'integrale di una funzione sempli-
ce puo essere scritto come integrale di integrale. Approssimando funzioni misurabili con
funzioni semplici questa proprieta viene trasportata all’integrale di funzioni misurabili.
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1.5.2 Teorema

Sia Ae M(R7xR"). Allora:
I) perquasiogni x€R?7, A € #(R");

II) lafunzione x — u*(A,) ¢ misurabile;

) w(A)=[p, 1 (A)dx.

\ J

La dimostrazione di questo teorema ¢ piuttosto complicata, quindi la spezziamo in una
serie di lemmi. In ciascuno di essi proviamo che le affermazioni del teorema valgono per
classi di insiemi sempre pit ampie: intervalli compatti, unioni finite di intervalli compatti,
aperti, insiemi di tipo Gy e infine insiemi misurabili.

1.5.3 Lemma

Sia I un intervallo compatto di R7 x R”. Allora:
I) VxeR?, [ €. #(R"),lafunzione x— u(l,) ¢ misurabile e

un= [ wtt)ds;

) VxeR?, (intl), € #(R"),lafunzione x — u((int/),) ¢ misurabile e
u(intl) = J ,u((int[)x)dx;
Rq

III) per quasi ogni x € R?, u(l, )= ,u((intl)x) .

. J

DmvostrAZIONE. 1) Sia [ =1, X I,, con I, intervallo compatto di R? e [, intervallo
compatto di R”. Allora

=

X

L, sexel,
g, se xECIl;

quindi

u(ly), sexel,
) 0, se x €01,

Poiché I, ¢ misurabile (v. teorema 1.2.27) la funzione x — u(Z,) € misurabile e si ha

JRq H(]x)dx :f () dx = u(l)u(ly) = u).

1

II) La dimostrazione ¢ analoga a quella dell’affermazione I, poiché, se I =1, X I,, allora
int/ = (int/;) X (int 7).
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%o (1)

. . Figura 1.5.2
[lustrazione della dimostra-
zione del lemma 1.5.3.

II) Siha, Yx€R?, u(l,)> u((intl),) e

qu(ma)—M((imnx))dx: f ull,)dx — quy((inw)x)dx=y<1>—y<im1>:o,

per il teorema 1.2.27. Una funzione non negativa con integrale nullo € nulla quasi dapper-
tutto (v. teorema 1.4.12), quindi u(Z,)= ,u((int ])x> per quasi ogni x . n

1.5.4 Lemma

Sia J I'unione di un numero finito di intervalli compatti di R? x R” con interni
a due a due disgiunti. Allora, Yx € R?7, | € #(R"), la funzione x — u(J,) &
misurabile e

u= | uodx

\ J

DIMOSTRAZIONE. Sia | = UZ:1I/€ , dove gli I, sono intervalli compatti di R? x R” con
interni a due a due disgiunti.

Poniamo B = Ul‘ie’:l intl, .

Per x € R7 siha J = Zzl(lk)x, per il lemma 1.5.3, affermazione I, gli (7,), sono
misurabili, quindi J, € #Z(R").

Poicheé gli interni degli 7, sono a due a due disgiunti, Yx € R?, si ha

P

ST u(h),) <O<1k>x>=u</x>2uwx>=u<u (inc1y), ) = Zu (inc1,), )

k=1 k=1 k=1

Poiché, per ogni k ¢ per quasi ogni x si ha u((l,),) = u((int,),) (v. lemmal.5.3, af-
fermazione III) la funzione x — u(J,) ¢ compresa tra le due funzioni misurabili e uguali

quasi dappertutto x — Zk (L)) e x — Z/‘Z:l p((intZ,),), quindi ¢ uguale quasi
dappertutto a funzioni misurabili, pertanto ¢ misurabile. Inoltre si ha

b4 P

f Z,u(([,e)x)dx_f p()dx=| > p((intl,),)dx. (1.5.1)
R k=1 R k=1

Per il lemma 1.5.3 da qui segue

JR Z ((intZy),)dx = Zf ((intZ,), ) x:é y(iml,e):y<Uim1,€>:M(B)§

N
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P r
=N<U1k>SZN(Ik Z w((L))dx = ZM ((Te):)
k=1 =1

R? p—1

Per I’equazione (1.5.1) il primo e 'ultimo membro di questa catena di disuguaglianze sono
uguali, quindi tutti i membri sono uguali. In particolare, ancora per I’equazione (1.5.1),
st ha

J ) dx = Zu (1)) dx = u()). 8

R p—1

Sia G CR7xR” aperto. Allora, Yx e R?, G, € 4 (R"), latunzione x — u(G,)

¢ misurabile e

uG)= | G

DIMOSTRAZIONE. Per l'osservazione 1.5.1, Yx € R?, G, ¢ aperto, quindi ¢ misurabile
(v. teorema 1.2.29, affermazione I).

Per il teorema 1.2.28, esiste una famiglia numerabile {7, |k € N} di intervalli com-
patti a due a due con interno disgiunto tali che G = J, 1, . Poniamo, per k € N,

Jo=UU:_yI;. Evidentemente, Yk € N, si ha J, € Juyy ¢ Upade = Upen e =J - Per-
tanto, per il teorema 1.2.24, affermazione I, u(G) = lim,_,, ., u(J;). Inoltre, Vx € R?
risulta G, =, 1)y s per il lemma 1.5.4 (J,), ¢ misurabile per ogni &, quindi G, ¢
misurabile. Si ha anche, Yx € R?, lim,_ y(([k)x) = u(G, ), per il lemma 1.5.4 la
funzione x — w((J,),) ¢ misurabile, quindi anche la funzione x — w(G,) ¢ misurabile
(v. teorema 1.3.16). Infine, poiché J, CJ, ., la successione di funzioni di termine & -simo

x — w((Jy),) ¢ crescente, quindi, per il teorema di Beppo Levi 1.4.13, risulta.

uG) = Jim = lim | uU)dx=| u(Godx. o

k—+o00

1.5.6 Lemma

Sia M C R?xR" di tipo Gg. Allora, Yx e R7, M, € #(R"), la funzione
x +— u(M,) ¢ misurabile e

)= [ it dx

\ J

DimostrAzIONE. Consideriamo anzitutto il caso M limitato.

Poiché M ¢ ditipo Gy, esiste {G, |k € N}, famiglia di aperti di R? x R”, tale che
M =(, oy Gp - Per losservazione 1.2.31 tali aperti possono essere scelti limitati e tali che
sia G, C€G,.

Per il lemma 1.5.5, qualunque sia k €N, Yx €R?, (G,), € A (R") e x — u((G,),)
¢ misurabile. Quindi I'insieme M, =("), o(Gp), ¢ misurabile (v. teorema 1.2.23, afferma-
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zione I). Inoltre, Yx € R?, (G, ), C(Gy), e (Gp)
pertanto, per il teorema 1.2.24, affermazione II, st ha u(M,)=1lim,_ ,u((Gk )x> Per-

. ¢ limitato, quindi di misura finita;
cio la funzione x — (M) ¢ limite di funzioni misurabili, quindi ¢ misurabile (v. teo-
rema 1.3.16). Inoltre, Yk € N, u(G,) = qu ,u((Gk)x>dx; in particolare la funzione
X — /“((Go)x> ha integrale u(G,)€R, percio ¢ sommabile. Poiché ,u((Gk)x> < H((Go)x> ,
st puo applicare il teorema della convergenza dominata 1.4.32, quindi

puM)=lim wu(G,)= lim Lq#((Gk)x>d’C:J lim M((Gk)x>dx:

k—+o00 k—-+o00 Ra ko0
= [ uno)dx.
R4

Consideriamo ora il caso M illimitato.

Poniamo, Yk € N*, M, =M N]—k,k[7*" . Evidentemente, Yk € N,siha M, CM,
e UkeNM/e =M . Per il teorema 1.2.24, affermazione I'si ha u(M)=1lim,_,  u(M,).

Per ogni k € N*, P'insieme M), ¢ limitati e di tipo Gy, quindi, per quanto gia dimo-
strato, Yx €RY, si ha (M), € #(R"), la funzione x — u((My),) ¢ misurabile e risulta
uMy) = [, p((My), )dx . Quindi, Vx eR?, M, =|J,(M}), ¢unione diinsiemi misu-
rabili, pertanto, per il teorema 1.2.23, affermazione I, ¢ misurabile. Poiché, Vx € R, si ha
(M), € (M), risulta (M), ) < p((Myyy)y ), inoltre (M) =limy_ o u((M,),)
(v. teorema 1.2.24, affermazione I).

Quindi la funzione x — (M, ) ¢ limite di funzioni misurabili, pertanto ¢ misurabile
(v. teorema 1.3.16). Per il teorema di Beppo Levi 1.4.13, si ha

)= Jim )= G [ (@) dx= [ T (@) dx= | un)ds.

k—+o00 —-+00 R4 k—-+00 Ra

Sia Ae M(R?xR"). Se u(A)=0, allora, per quasi ogni x e R?, u“(A,)=0¢e
A e MIR").

D1MOSTRAZIONE. Per il teorema 1.2.36 esiste M C R? x R”, di tipo Gy, tale che A C M
e u(M\A)=0, quindi anche u(M)=0. Per il lemma 1.5.6, Yx € R?, M, ¢ misurabile,
la funzione x — w(M,) ¢ misurabile e | re MM, )dx = u(M) =0. Pertanto, per il teore-
ma 1.4.12, affermazione I, u(M,) =0 per quasi ogni x € R?;si ha 0 < u*(A,) < u(M,),
quindi u*(A,)=0 per quasi ogni x € R7. L'ultima affermazione segue dal fatto che ogni
insieme di misura nulla € misurabile. u

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.5.2. Per il teorema 1.2.36 esiste M CR? x R” , insieme di
tipo Gy, tale che A C M e, posto H =M\ A, risulta u(H)=0. Per il lemma 1.5.6,
Vx eR?7, M, ¢ misurabile e per il lemma 1.5.7, per quasi ogni x € R?, H_ e u(M,)=0.
Quindi, per quasi ogni x, A, =M, \ H, ¢ misurabile, perché differenza di insiemi misu-
rabili. Pertanto ¢ verificata I’affermazione I.
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Se u(H,)=0,allorarisulta u(M,)= u(A,)= u*(A,). Quindi a funzione x — u*(A,)
¢ misurabile perché coincide quasi dappertutto con la funzione x — u(M,), che € misura-
bile. Pertanto ¢ verificata ’affermazione II.

Infine, per il lemma 1.5.6, si ha

)=o) = | pondx= [ waas.

Pertanto ¢ verificata ’affermazione I11. ]

1.5.8 Osservazione. Il teorema 1.5.2 assicura che quasi ogni sezione di un insieme misura-
bile € misurabile. Gli insiemi che si incontrano piu frequentemente hanno tutte le sezioni
misurabili. Infatti dal lemma 1.5.6 sappiamo che tutte le sezioni di un insieme G5 sono mi-
surabili, quindi, passando al complementare, anche tutte le sezioni di un insieme di tipo F,

sono misurabili.
In particolare gli aperti e 1 chiusi hanno tutte le sezioni misurabili. <

1.5.9 Esempio. Calcoliamo la misura di un cerchio.
Sia R € R™ e poniamo

A:{(x,y)E]R2|x2+y2§R2}.

Poiché A ¢ chiuso, ¢ misurabile. Per il teorema 1.5.2,con ¢ =r =1, si ha

M(A)ZJR HA,)dx.

Risulta
A, ={yeR[¥’+y’ <R} =
|- VR —x2, VR —x2], sexe]-R.R][,
=1 {0}, se x € {—R,R},
3, se x € |—00,—R[U JR,+o0[ ;
quindi

R2—x2, se x €[—R,R],
wA,) =
0, se x € ]|—o0,—R[ U ]R,+o00] .

Pertanto, effettuando la sostituzione x = ¢(¢) =Rsint , si ha

R
y(A):J 2\/R2—x2dx:f 24/ R?2—x2dx =
[_R’R]

—R
/2 /2
:J VRZ—stinztRcostdt:J 2R?*cos’tdr =
—m/2 —/2
/2 1 /2
:J R2<1+cos(2t)>dt :R2|:t+5 sin(ZI)] =nR?. <
—n/2 —r/2
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1.5.10 Esempio. Calcoliamo la misura di una circonferenza.
Sia R € R* e poniamo

A:{(x,y)E]R2|x2+y2:R2}.

Poiché A ¢ chiuso, ¢ misurabile. Per il teorema 1.5.2,con ¢ =r =1, si ha

Risulta
A ={yeR|x’+y’ =R} =
(VR VE—a}, sexelRAL
=< {0}, se x € {—R, R},
@, se x € ]—o0,—R[U]R,+o00[ ;

quindi si ha u(A,)=0, Vx €R. Pertanto, per il teorema 1.5.2, risulta

,u(A):f 0dx =0, <
R
1.5.11 Esempio. Calcoliamo la misura di una sfera.
Sia R € R™ e poniamo
A= {(x,y,z)e]R3 |x2—|-yz-|—z2 SRZ}.

Poiché A ¢ chiuso, ¢ misurabile. Per il teorema 1.5.2,con g =1 e r =2, si ha

Risulta
Ax:{(y,z)E]R2|x2—|—y2+22§R2}:
{(0,2)eR?|y* + 22 <R*—x*}, sex€]-R,R],
- {(o,o)}, se x € {—R, R},
z, se x € |—00,—R[U JR,+o0] .

Nell’esempio 1.5.9 abbiamo provato che la misura di un cerchio in R? ¢& uguale al
quadrato del raggio per 7, pertanto

) n(R*—x?), se x€[—R,R],
)= 0, se x € |—o0,—R[U]R,+oo[ .
Pertanto
22 ,o 157" N S S
u(A) = n(R°—x")dx = | R°x—=x =n(R°"—=R’+R°—=R =-nR’.
RA] 371, 3 35 )3 o
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1.5.12 Esempio. Per » € N* ¢ R€R" poniamo
S,z ={x eR"|||x]| <R};

cioe S, p ¢ la sfera chiusa di centro l'origine e raggio R in R”. Poiché S, , ¢ chiuso, ¢
misurabile.
Proviamo, per induzione, che, Y7 € N*, si ha

/u(Sn,R) — Can b

con
2(n+1)/27_L.(n—1)/2 g .
, se n ¢dispari,

n+1)/2 /4 -

T2 —1)

n 2n/27_L.n/2 . )

—_—, se 7n ¢ parl .
n/2 .

I1/52))

Se n=1,siha

4(S1z) = p([—R,R])=2R=CR.

Supponiamo che I’affermazione valga per 7. Osserviamo anzitutto che, per il teore-
mal.52,cong=1e r=mn,siha

/“(Sn+1,R) = J N((5n+1,R )xl ) dx;.

R
Risulta

X7+ ||(x2,...,xn+1)||2 SRZ} =

(Sn—f—l,R)xl = {(xp X,y ) ER”
Sn,\/Rz——xf , sex, € |—R,R][,
=410}, se x; € {—R, R},

a, se x; € |—00,—R[ U ]R,+o00[ ;

quindi, per ipotesi induttiva,

C, (R*—x?)"?, se x, €[—R,R],
N<(5n+1,R)x1> = {

0, se x; € |—o00,—R[U]R,+oo] .

Pertanto, con la sostituzione x; = ¢(t) =Rt ,si ha

R

1
(S, 10) = f C,(R— )" dx, = C, f (R — (ReY)"Rds =
- - (15.2)

1
= CnR”“f (1—2"dr¢,
1
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Poniamo I, = f_ll(l —t2y"2dt . Ovviamente I, =2 e, rivedendo I'integrale calcolato

al termine dell’esempio 1.5.9, sappiamo che I, = 7t/2. Se n > 2, integrando per parti si ha

1

1
I, =[t(1—1>)"], +f nt*(1— >/ 21y = f n(t? —14+1)(1— 2P g =
1

—1

1 1
= —nf (1—t2"2dr + nf (1—t>)"2 Ve =—nl +nl_,
—1 —1

Pertanto (n+1)I, =nl, ,,cio¢ I, =(n/(n+1))I,_,
Quindi si ha
2 2 4 2.4
3 1 1.3 5 1-3-5

si prova facilmente per induzione che se 7 ¢ pari si ha
2IT52)
n/2)+1 '

H( /2+ 2j —1)

3 1.3 5 1.3.5
L="l=""rpn, L=2I=
3T T 4" ST 63T 246

I =

n

Inoltre

T,
si prova facilmente per induzione che se 7 ¢ dispari si ha

[T —1)

H(n+1)/2( )

= .
Se n ¢ dispari, allora dall’equazione (1.5.2) si ottiene

(n+1)/2 /4 -
200402 =2 T2 7727 —1)
w(Syi1r)=C, LR =

HﬁWW—DIW”W>

2(n+1)/2 7_[(71-1-1)/2

I—I(n+l)/2( )

7_L,Rn—i—l —

n+1
Cn—l—lR

Se n ¢ pari, allora dall’equazione (1.5.2) si ottiene

nj2 0 n/Z
N(S+1R):CIR”+1:2/2 S VT R™ =

1A T 2j—1)

_ 2(n+2)/27_cn/2 Rn+1 c Rn+1

n/2)+1 /- - n+1
172 —1)

Pertanto I’affermazione vale per n+1.
Per il principio di induzione I’affermazione vale per ogni 7 € N*. <
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1.5.13 Esempio. Ilteorema 1.5.2 assicura che un insieme misurabile ha quasi tutte le sezioni
misurabili; non sempre tutte le sezioni sono misurabili, come mostra il seguente esempio.

Poniamo A=Q x V', dove V ¢ I'insieme di Vitali definito nell’esempio 1.2.38. Ricor-
diamo che V' non ¢ misurabile e V C[0,1]. Si ha

AcQx[0,1]= J({g} x[0,1]).
q€Q

Poiché {g} x[0,1] € un intervallo compatto degenere, ha misura nulla, quindi Q x [0,1]
¢ unione numerabile di insiemi di misura nulla, pertanto ha misura nulla. Percio anche A
ha misura nulla, quindi € misurabile.

Risulta
4 V, sexe€@,
"_{Q, se xR\ Q,

quindi A, non ¢ misurabile se x € Q. <

Vediamo ora 1 teoremi di riduzione, cioe 1 teoremi che consentono di ridurre il calcolo
di un integrale al calcolo di integrali in spazi di dimensione piu bassa di quello originario.

Un’applicazione ripetuta di questi teoremi consente di ridurre il calcolo di un integrale
in piu variabili al calcolo di integrali in una variabile.

1.5.14 Teorema (di Tonelli® in R")

Sia f: R? x R” — [0,4+00] misurabile. Allora:
I) per quasi ogni x € R? lafunzione y — f(x,y) ¢ misurabile;
II) posto
H={x€R?|y— f(x,y) non ¢ misurabile},

la funzione x — [ f(x,y)dy ¢ misurabile in R7\ H ;
1T) quxkrf(x,y)d(x,y)Zqu\H(fR,f(x,y)dy>dx.

\. J

Qualunque funzione F: R7 — [0,+00] che coincide con x — [, f(x,y)dy nei punti
di R7\ H ¢ misurabile, perché coincide con una funzione misurabile al di fuori di un in-

steme di misura nulla. Inoltre qu F(x)dx = | R\ H(J.R, f(x,y)d y) dx . Pertanto spesso si

scrive [, (er f(x,y)dy)dx anziché qu\H(fR, f(x,y)dy)dx, intendendo che si integra
la funzione x — | w f(%,9)dy prolungata in modo arbitrario ai punti di H .

DimosTRAZIONE. Dimostriamo anzitutto il teorema se f ¢ semplice, successivamente lo
proviamo per f arbitraria, considerandola come limite di funzioni semplici.

Siaf:Zlexlj)(Bj,con /11,/12,...,/11,6[0,4—00[ e B,B,,....B, € M(RTxR"). Os-

serviamo che, V(x,y) €R? x R”, siha y; (x,5)= x5, (), perché entrambe le funzioni
] 1/x

valgono 1 se e solo se (x,y)€B;.

811 teorema prende il nome da Leonida Tonelli (Gallipoli, Lecce, 1885 - Pisa, 1946) che lo dimostrod nel 1909.
Tonelli diede grandi contributi alla teoria delle funzioni e al calcolo delle variazioni.
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Per j =1,2,...,p poniamo
H; = {x eR? (B ), hon ¢ mlsurablle}

Per il teorema 1.5.2, si ha u(H;) = 0, quindi, posto H = U‘D i»stha u(H) =0,
Yx € R\ H , ciascuno degli insiemi (B;), ¢ misurabile. Allora, per x R\ H, si ha

p p p
flx,y)dy =f DA (y)dy =] i,f X)) dy =D Au((B)),)
R~ R7 =1 j=1 R~ j=1

La funzione x — ,u((Bj)x>, per 7 = 1,2,...,m, ¢ misurabile in R?\ H, per il teore-
ma 1.5.2. Quindi la funzione x — [, f(x,y)dy ¢ somma di funzioni misurabili, pertanto

¢ misurabile e si ha

qu\H< f(x,y) dy dx— Z/l ,u dx Z,{ f N((Bj)x>dx=

Rq\H] RI\H
:Z AjM(B]'):J f(x,y)d(x,y)
j=1 R xR”

Siaora f:R?7 x R” —[0,4+00] misurabile. Per il teorema 1.3.29 esiste una successione
crescente di funzioni semplici (f; ),y convergente a f . Poniamo, Yk €N,

= {x €R?|y — f,(x,y) non ¢ misurabile}.

Per quanto gia dimostrato u(H,,) =0, quindi, posto H =|J,_,H} si haanche u(H)=0.
Sia x e R7\H; YkeN,siha x e R7\ H,, quindi la funzione y — f,(x,y) ¢ misurabile,
pertanto, per il teorema 1.3.16, la funzione y — lim,_,  f,(x,y) = f(x,y) ¢ misurabile
ed ¢ verificata I’affermazione L.

Poniamo, Yk €N, Yx € R1\ H, Fy(x) = [, fi(x,y)dy e F(x)= [, f(x,y)dy;
poiché f, ¢ semplice, per quanto gia dlmostrato, F, ¢ misurabile. Inoltre, poiché la
successione (f,)pey € crescente, per il teorema di Beppo Levi 1.4.13 si ha

lim Fix)= lim [ fedy=| lim ey = fey)dy=Fe.

k—+4o00 k—4o00

Pertanto F ¢ limite di funzioni misurabili, quindi € misurabile ed ¢ verificata ’affermazio-
ne IL

Infine, poiche la successione (f,,),oy ¢ crescente, anche (F), oy € crescente, quindi, per
il teorema di Beppo Levi,

| femdeo=| im fwsdey)=tn [ A=

9xR” /€—>—|—OO /€—>—|—OO

= lim f Fk(x)dx_J lim Fp(x )dx:f F(x)dx.
k—+oo Jra\f Ra\H k—+00 RI\H

Pertanto ¢ verificata ’affermazione II1. [
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1.5.15 Osservazione. Se f & continua, allora la funzione y — f(x,y) ¢ continua e quindi
misurabile, Vx € R?, pertanto I'insieme H che compare nel teorema di Tonelli ¢ vuoto.

<

1.5.16 Osservazione. Il teorema di Tonelli puo essere utilizzato per dimostrare che una
funzione ¢ sommabile. Infatti se sappiamo che [, ( S/ (x,)|d y)dx < 400, allora si
ha quer f(x,9)|d(x,y) <+oco, quindi f ¢sommabile. <

Per integrali in sottoinsiemi di R? x R” il teorema di Tonelli prende la forma seguente.

1.5.17 Teorema (di Tonelli in sottoinsiemi di R”)

Siano A€ #(R71 xR"), f:A—[0,400] misurabile. Poniamo

P ={xeR?|A, € MR"),uA,)>0}.
Allora:
I) P,eM(R?);
II) per quasi ogni x € P, la funzione y — f(x,y) ¢ misurabile;
III) posto

H={x€P,|y— f(x,y) non ¢ misurabile},

la funzione x — fA f(x,y)dy € misurabile in P, \ H ;
V) [, fep)d,y)= [, ([, f(x.y)dy)dx.

Figura 1.5.3

L'insieme P, ¢, a meno di sezioni di mi-
P, sura nulla, la proiezione sull’asse delle x
dell’insieme A.

DimosTrAZIONE. Poniamo Q4 = {x eRT\A e (R’)} . Per il teorema 1.5.2 Q, diffe-

risce da R? per un insieme di misura nulla, quindi ¢ misurabile, e la funzione x — u*(A,)
¢ misurabile; in Q, tale funzione coincide con x — (A, ), che quindi ¢ misurabile. Percio

P,= {x € Q| uA,)> O} ¢ misurabile. Pertanto ¢ verificata I’affermazione I.
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Poniamo
f(x,y), se(x,y)€A,
0, se (x,y)¢A .

Poiché f ¢ misurabile e A€ .#(R7 x R”), per il teorema 1.3.17, anche g ¢ misurabile.

Se x € R7 ¢ tale che A, ¢ misurabile e non vuoto, allora la funzione y — g(x,y) ¢
misurabile se e solo se la funzione y — f(x,y) € misurabile. Infatti se la prima funzione
¢ misurabile lo ¢ anche la seconda, perché € una sua restrizione a un insieme misurabile.
Viceversa se ¢ misurabile la seconda allora la prima ¢ misurabile in A, enullain R"\ A4,
quindi ¢ misurabile. Pertanto, posto

g:RTxR" —[0,+00], g(x,y):{

H, = {x €R?|y — g(x,y) non ¢ misurabile},

risulta H, NPy =H .
Poiché, per il teorema di Tonelli in R” 1.5.14, u(H,) = 0 si ha anche u(H) = 0.

Pertanto ¢ verificata ’affermazione II.

Se y¢ A, allora (x,y)¢ A, quindi g(x,y)=0. Pertanto, Yx €P,\ H, si ha
L f(x,y)dy=L g(x,y)dy=f g(x,y)dy. (1.5.3)

Per il teorema di Tonelli in R” 1.5.14 la funzione x — [, g(x,y)dy & misurabile, quindi

la funzione x— [, f(x,y)dy ¢ misurabile. Pertanto ¢ verificata I'affermazione III.

Poniamo
K={xeRI|A, & #(R")}.
Per il teorema 1.5.2, u(K)=0. Per il teorema di Tonelli in R” 1.5.14 si ha

Lf(x,y)d(x,y)ZprXRqg(x,y)d(x,y)ZLq\Hfer g(x,y)dy>dx:
J(QA\PA)\Hg<J;Rr g(x,y)dy>dx T LA\Hg<er g(x,y)dy>dx +
o ([ i)

Il primo integrale ¢ nullo, perché se x € Q,\ P, allora A, ha misura nulla, quindi la fun-

zione y — g(x,y) & nulla quasi dappertutto, percio [, g(x,y)dy =0. Il terzo integrale
¢ nullo, perché K ha misura nulla. Sappiamo che H, NP, =H , quindi P4 \H, =P, \H,

pertanto, utilizzando ['uguaglianza (1.5.3), si ha
<f g(x,y)dy>dx =
\H A,

[ femdeen=| (] stemar)ac=]

A A

_ LA\H< JAx o(x, y)dy>dx.

Pertanto ¢ verificata ’affermazione IV. [
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1.5.18 Osservazione. Nel caso che sia A=Bx C,con Be #(R7) e Ce M(R"), ¢
evidente che A, = C se x € B, mentre A, =@ in caso contrario. Pertanto, se u(C)>0,
allorasi ha P, =B erisulta

foy (x,y) = L\ijxydy>dx

Se inoltre f ¢ continua, allora, Yx € B, la funzione y — f(x,y) ¢ continua, quindi
misurabile, pertanto H = @&, percio

ffxy (x,) = Jffxydy>dx <

1.5.19 Osservazione. Consideriamo il caso in cui f ¢ prodotto di una funzione di x
per una funzione di y. Siano quindi A =B x C, con B € #(R7) e Ce #(R"), e
g:B—[0,+00], h: C —[0,4+00] misurabili.

Per il teorema di Tonelli 1.5.17

Lxc g(x)h(y)d(x,y)= L(L g(x)h(y)dy> dx.

Se g(x) < +o0, allora fcg(x Yh(y)dy = g(x fc )dy. Se g(x)=+o0 e b ¢nulla
quasi dappertutto, allora fcg h( Ydy =0=g(x fc )dy . Se g(x)= +c>o e h non
¢ nulla quasi dappertutto, allora, per il teorema 1.4.12, fc ydy>0e | c8(x)h(y)dy =
+00, quindi fcg h(y)dy =400 =g(x fc )dy . In ogni caso si ha

Lxc g(x)h(y)d(x,y)= L g(x) <JC h(y)a,’y> dx

Sia nel caso [ .5 ch(y)dy < 400, che nel caso [.h ch(y)dy =+o0, con ragionamenti

analoghi si ottiene

| s | p01dr)dx= ewrdx | hody.
| ewrordey)= | e | bo)dy. <

1.5.20 Esempio. Calcoliamo

Pertanto

1
———d(x,y).
Jsz2+y2+l (x.2)

La funzione integranda ¢ continua, quindi misurabile, ed ¢ positiva.
Per il teorema di Tonelli 1.5.14 risulta

1 1
—d = ————dy )dx=
JW x2+y2+1 (9) JR<JR x2+y2+1 y> i
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reo st 1 1
= < ; > dy>dx:
—o00 —o0 X +1(y/\/x2+1> +1

y—+00 +oo T
dx = dx.
>i|y—>—oo —o0 \% xz + 1

+o0 1 y
= arctan
f_w[\/xz—l—l <\/x2+1

Poiché vx2+4 1~ |x|, per x — £o0, dalla teoria degli integrali generalizzati sappiamo che
questo integrale ¢ divergente. Pertanto

1
——d(x,y)=+o00. |
fsz2+y2+l (x,)

1.5.21 Esempio. Calcoliamo

f (x¢” +9)d(x,),
A

con A=[0,1] x[0,2].

L'insieme A e chiuso, quindi € misurabile, la funzione integranda € continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori non negativi.

Per 'osservazione 1.5.18 si ha

1,2 1 y=2
f (yex—l—xz)d(x,y):J <J (yex+x2)dy>dx:f [lyzex+x2y] dx =
[0,1]x[0,2] o \Jo oL2

y=0
! 2 47 2 4
:f (Zex—|—2x2)dx:[26x+—x3] =2e4+-—2=2e—-. <
. 37 ] 3 3

—1

Figura 1.5.4
I domini di integrazione degli esempi 1.5.21 (a sinistra) e 1.5.22 (a destra).



1.5. Calcolo degli integrali 83

1.5.22 Esempio. Calcoliamo

f (2 +97)d(x.y),
A

con A= {(x,y) eR?||x|+y| < 1}.
L'insieme A e chiuso, quindi € misurabile, la funzione integranda € continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori non negativi.
Per applicare il teorema di Tonelli 1.5.17 determiniamo le sezioni di A. Per x € R
risulta
yEA, = x|+ <1 = PpI<T-]x].

Pertanto
[|x|—1,1—|x|], se x € |—1,1],
A, =1 {0}, se x € {—1,1},
z, se x € ]—oo,—1[U]1,400[ .
Quindi
1, 1] 1 | =il
[t emden=[ (| Terena)i=| [@reir] s
A 1\t 1 S R

- [ (etup S0

Poiché il dominio di integrazione ¢ simmetrico rispetto all’origine e la funzione integranda
¢ pari, 'integrale ¢ uguale a

1 1
ZJ <2x2(1—x)+§(1—x)3>dx:4f <x2—x3+§(1—3x+3x2—x3)>dx:
0 0

1 1
4 1 1 2 1 1
=4 ——x3—|—2x2—x—|——>dx:4|:——x4+—x3——x2+—x] =
L( 3 3 3 3 2 3 1

1 2 1 1 2
=4 ——4+-——=+-|=-. <
< 3+3 2+3> 3

1.5.23 Esempio. Calcoliamo

1
d b b
JMH (x,9)

con A={(x,y) €R?|x>0,y>0, xy <1}.

L'insieme A ¢ aperto, quindi € misurabile, la funzione integranda ¢ continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori positivi.

Per x € R* si ha A, = ]0,1/x[, mentre per x € ]|—00,0] si ha A, = @&. Pertanto
P, =R". Per il teorema di Tonelli 1.5.17, st ha

J L )—J+°°<Jl/x ! d>dx—f+°°[1o e
AXTY S 0 o Xty g ~Jo ST = a
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+o0 +oo
f log x+— >—logx>dx:f log<1+ >dx_
0 0
+o00 —+00 _ “+o0
[xl < >] —f x 2/’ dx:f 2 dx =
0 0 14+1/x2 o x2+1
2arctanx] =7T.

| —

Figura 1.5.5
I domini di integrazione degli esempi 1.5.23 (a sinistra) e 1.5.24 (a destra)

1.5.24 Esempio. Calcoliamo

1
d b b
JMH (x,9)

con A=

_']O,—I—oo[ x 10,1[ .

L'insieme A ¢ aperto, quindi € misurabile, la funzione integranda ¢ continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori positivi.
b

Per losservazione 1.5.18 si ha

L " Jlry d(x,y) = f;oo <f01 oty dy> dx = L+Oo[log(x +y)]$zé dx =

J+w<1og<x+1>—1ogx>dx:L+°°10g<1+ >dx_
Lo [

1+1/x dx:1+fo
[log(x—l-l)]

Pertanto la funzione (x,y)— 1/(x +y) non ¢ sommabile in ]0,+o0[

dx =

x+1
=400.

x 10,1 .
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1.5.25 Esempio. Calcoliamo

y+z
sz_l_ld(x,y,z),

con A=[—1,1]x[0,1]x[0,1].
L'insieme A ¢ chiuso, quindi ¢ misurabile, la funzione integranda ¢ continua, quindi ¢
misurabile, ed ¢ a valori non negativi.

Consideriamo R’ come prodotto cartesiano R x R?; per l'osservazione 1.5.18, dal
teorema di Tonelli 1.5.17 segue

1

)tz )tz
d(x,y,z):f <f d(y,z))dx

L x?+1 —1\J[o,1]x[0,1] ¥* + 1

e analogamente

1, r1

y+z )tz
d(y,z):f <f a’z>dy.

J[o,1]x[o,1] x?+1 o \Jo x2+1

L 52121 d(x,y,z) = f_11<L1<L1 2’24;21 a,’z> dy>a,’x =
[T an= [ ([ 5
[ o= [ o[ e

= [arc’carmc]l_1 =7. <

Quindi

1.5.26 Esempio. Calcoliamo

J (x+y+2z)d(x,y,2),
A

con A:{(x,y,z)E]R3|x20, y>0,z<0, x+y+2z< 1}.

L'insieme A e chiuso, quindi € misurabile, la funzione integranda € continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori non negativi.

Per applicare il teorema di Tonelli 1.5.17 possiamo considerare R® = R? x R, oppure
R’ =R x R?. Non vi sono particolari differenze nelle difficolta che si incontrano nell’uno
o nell’altro caso; procediamo considerando R’> =R x R?.

Per x e R™ siha A, =@, mentre per x €[0,400[ si ha

Ax:{(y,z)G]R2|yZO,zZO,y—I—le—x}.
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Figura 1.5.6
I domini di integrazione degli esempi 1.5.25 (a sinistra) e 1.5.26 (a destra).

Evidentemente questo insieme ¢ vuoto se 1—x <0, cio¢ x > 1, quindi

{(y,z)€R2|y20,zZO,y+z§1—x}, se x €[0,1],
A= {(0,0)}, se x =1,
, se x € ]—00,0[ U ]1,4o0] .

Pertanto

L(x+)’+Z)d(x’ysz)=Ll(JAx(x-l—y—l-z)d(y,z))dx.

Utilizziamo nuovamente il teorema di Tonelli per calcolare I'integrale in A . Posto, per
x€[0,1] e y R,

A, = {z eR|(y,z)eAx},

risulta A. . =@ se y <0, mentrese y >0 st ha
Xy Y Y

A, ={z€R|z20,z<1—x—y}.
Quindi
[0,1—x—y], seye[0,1—x][,
A, = {0}, se y=1—x,
J, se y € ][—o0,0[U]1—x,+o0] .
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Percio

L (x+y+2)d(y,7) = Ll_x<Ll_x_y(x 4y —I—z)dz>dy.

X

Pertanto si ha

JA(x Fy+2)d(x,y,2)= Ll <L1_X<L1_H(x byt z)dz> dy> dx =
= quol_x[% (x+y+ Z)z]:_x_y dy> dx = % f:(fol_x(l —(x +y)2)dy> dx =

1 (! 1 P 1! 11,
= - —— = — 1—x—-— — —
zfo[y 3(x-l—y)] dx zfo< x 3+3x>dx

y=0
1 (/1 2 171 1 2 111
:—J <—x3—x+—>dx:—[—x4——x2+—x] == <
2 ), \3 3 2012 2 37], 8

Applicando il teorema di Tonelli 1.5.14 a funzioni misurabili di segno arbitrario si
ottiene il seguente teorema.

1.5.27 Teorema (di Fubini’ in R”")

Sia f:R? x R” — R sommabile. Allora:
I) per quasi ogni x € R? la funzione y — f(x,y) ¢ sommabile;

II) posto
H={x€R’|y — f(x,y) non ¢ sommabile},

la funzione x — fR,f(x,y)a’y ¢ sommabile in R?\ H ;
11I) querf(xay)d(x’y):qu\H<erf(x’y)dy>dx-

DimosTrRAZIONE. Posto
H* = {xeR?|y — f*(x,y) non ¢ misurabile} ,

per il teorema di Tonelli 1.5.14 si ha u(H*)=0 e

quer [E(x,y)d(x,y) = qu\Hi< N fi(x,y)dy>dx,

Poiché f & sommabile, siha [, .. f*(x,y)d(x,y) <+o0; dalla precedente uguaglianza
segue che le funzioni x — er f*(x,y)dy hanno integrale finito in R? \ H*. Quindi,

911 teorema prende il nome da Guido Fubini (Venezia, 1879 - New York, 1943) che lo dimostrod nel 1907.
Fubini diede grandi contributi in vari settori dell’analisi e della geometria differenziale.
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posto

Gi:{xeRq\Hi

fRTfi(x,y)dy=+<>0},

per il teorema 1.4.29, u(G*)=0. Poniamo H = HTUH-UGTUG™; H ha misura nulla,
perché unione di insiemi di misura nulla, e Yx € R7\ H, si ha | o [ (x,9)dy < 400,
pertanto y — f(x,y) ¢ sommabile. Quindi ¢ verificata 'affermazione 1.

Poiché f ¢ sommabile, per il teorema 1.4.24 e per il teorema di Tonelli 1.5.14, si ha

qu\H dx < qu\H< N |f(x,y)|dy>dx -

= el <o,

f(x,y)dy

Rr

Quindi la funzione x — [, f(x,y)dy &sommabile; percio ¢ verificata I'affermazione II.

Infine, ancora per il teorema di Tonelli,

| remdem=]  penden-]  redesn-

RZxR" R7 xR

:qu\H< N f+(x,y)dy>dx—qu\H< N f_(x,y)dy>dx —

= qu\H<fRy(f+(x,y)_f_(JC,y)>dy>dx = qu\H< er(x,y)dy>dx,

pertanto ¢ verificata 'affermazione IIL u

Dal teorema di Tonelli per integrali in R” 1.5.14 abbiamo dedotto il teorema di Tonelli
per integrali in sottoinsiemi di R” 1.5.17; in modo analogo si ottiene la seguente versione
del teorema di Fubini.

1.5.28 Teorema (di Fubini in sottoinsiemi di R”)

Siano A€ .#(R? xR”), f: A— R sommabile. Poniamo
Py={xeR?|A, € MR"),u(A,)>0}.
Allora:
) P,e.#(RY);
II) per quasi ogni x € P, la funzione y — f(x,y) ¢ sommabile;
III) posto
H={xe€P,|y— f(x,y) non ¢ sommabile},

la funzione x — [, f(x,y)dy ¢sommabilein P,\ H;
IV) fAf(x’y)d(x’y):pr\H<fof(x’y)dy)dx'
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1.5.29 Osservazione. Consideriamo il caso in cui f ¢ prodotto di una funzione di x
per una funzione di y. Siano quindi A =B x C, con B € #(R7) e Ce #(R"), e
g:B—[0,+00], h: C —[0,4+00] sommabili. Per I'osservazione 1.5.19 si ha

[ lsmmlden= [ lswldx [ o] dy<oo.
BxC B C

Quindi la funzione (x,y) — g(x)h(y) ¢ sommabile e, ragionando come nell’osservazio-

ne 1.5.19, st ha
f ¢ (x)h(y)d(x,y) = f o(x)dx f b(y)dy. <
BxC B C

1.5.30 Esempio. Consideriamo

X
d bl bl
L > (x,7)

con A={(x,y) eR?||x| <y <2}.

L'insieme A ¢ aperto, quindi € misurabile, la funzione integranda ¢ continua, quindi &
misurabile.

Poiché la funzione integranda assume sia valori positivi che valori negativi, per applicare
il teorema di Fubini 1.5.28 ¢ necessario studiare la sommabilita.

Se (x,y) €A, siha [x| <y, quindi y >0, pertanto se y <0 allora A, = @; anche
se y>2siha A, =@. Se y €10,2[, allora A = J—y,y[. Pertanto, per il teorema di

Tonelli 1.5.17, st ha
2,1y
x
d(x,y) =f <f
x4y ‘ 0 —y

Siha x/,/x+y >0 seesolose x >0, pertanto

L

X

Vx+y

dx>dy

de iy = J _yW JW >dy'

Si ha

x x+y=y, < y > _
Vx+y— dx =
Vx+y vx+y T Vx+y *

3(x—i—y)3/ —2y\/x+y+c.

Quindi risulta

[l

= f;([—%(x +9)"7 42y m]x:o

x=—y

dx>dy_

2 ¥
+[3(x+y)3/2—2y\/x4ry] >dy=
x=0
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2
2 2 2
:J <—5y3/2+2y\/y+ 3@ =2y/2y - §y3/2+2y3/2>dy-
0

Abbiamo ottenuto I'integrale di una funzione limitata in un insieme limitato, che non puo
essere +00 , quindi la funzione studiata ¢ sommabile.

Per il teorema di Fubini 1.5.28, si ha

2 Y 2 x=y
X X 2
d(x,y):f <f dx>dy:f [—(x+y)3/2—2y 1/x—|—yi| dy =
L x+y 0 -y x+y 0 3 x=—y
2 2 2
2 242 442 32
:J <—(2y)3/2—2y \/2y>dy=J <——y3/2>dy=[——y5/z] =—=.
. \3 L3 15 . 15
A
(_21%) 77777777777777777777 ( ?’2) 7777777777 % 7777777777777
\\\\ //// A : :
A N o | i
) 2

Figura 1.5.7
I domini di integrazione degli esempi 1.5.30 (a sinistra) e 1.5.31 (a destra).

1.5.31 Esempio. Consideriamo

f 1) ey,
A

4 — x?

con A=1-2,2[ x]0,2[.

L'insieme A ¢ aperto, quindi € misurabile, la funzione integranda ¢ continua, quindi &
misurabile.

Poiché la funzione integranda assume sia valori positivi che valori negativi, per applica-
re il teorema di Fubini 1.5.28 dobbiamo dimostrare che ¢ sommabile. Si ha, V(x,y) € A,
lx +y| <|x|+|y| < 4; la funzione (x,y) — 4/4/4—x2 & sommabile in A, perché, per
losservazione 1.5.19, risulta

4 2 ? A\
J;l 4_x2d(x,y):f_2 4—x2de;) 4dy=8|:arcs1n<§>i|x_)_2=8ﬂ-

Quindi la funzione integranda ha valore assoluto maggiorato da una funzione sommabile,
pertanto, per il teorema 1.4.25, ¢ sommabile.
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Per il teorema di Fubini 1.5.28, si ha

x+y f J x+y d d _J2|: 1 ( 1 2>] _
5 = + dx =
J 4—x2 %)= _2 i ol vV4—x2 Ty 10 *

2 2

2x+2 . [x

= dx:|:—2\/4—x2+2arcs1n<—>] =27.
) \/4—X2 2 )

A

I teoremi di Tonelli e di Fubini hanno come immediata conseguenza 1 seguenti teoremi
relativi allo scambio dell’ordine di integrazione.

1.5.32 Teorema (di scambio dell’ordine di integrazione per funzioni non

negative)

Siano Be #(R7), Ce #(R") e f: B x C —[0,400] misurabile. Allora:
I) per quasi ogni x € B la funzione y — f(x,y) ¢ misurabile;
II) posto
H={x€B|y— f(x,y) non ¢ misurabile},
la funzione x — [ . f(x,y)dy & misurabile in B\ H ;
IIT) per quasi ogni y € C la funzione x — f(x,y) ¢ misurabile;

IV) posto
K ={y € C|x— f(x,y) non ¢ misurabile},

la funzione y — fo(x,y)dx ¢ misurabile in C\ K;

V) fB\H<fcf(x’y)dy)dx :fc\K<fo(x’y)dx>dy-

1.5.33 Teorema (di scambio dell’ordine di integrazione per funzioni sommabili)

Sian Be #(R7), Ce M(R") e f:Bx C —[0,+00] sommabile. Allora:
I) per quasi ogni x € B la funzione y — f(x,y) ¢ sommabile;
IT) posto
H= {x €B|y— f(x,y)non ¢ sommabile} ,
la funzione x — fc f(x,y)dy ¢ sommabile in B\ H;
IIT) per quasi ogni y € C la funzione x — f(x,y) € sommabile;
IV) posto
K ={yeC|x~ f(x,y) non ¢ sommabile},

la funzione y — fo(x,y)dx ¢ sommabile in C\ K;

V) fB\H<fcf(x’y)dy)dx :fc\K<fo(x’y)dx>dy-
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1.5.34 Esempio. Vediamo un esempio che mostra che, nel teorema dello scambio dell’ordi-
ne di integrazione, quando la funzione integranda assume valori di segno diverso, I'ipotesi
di sommabilita ¢ indispensabile.

Consideriamo

pl=x
(14 (Il =x))’

La funzione g, ¢ continua, quindi ¢ misurabile.

g:RP>R,  g(x,y)=

Fissato y € R, siha g,(x,y) = O(|x| ), per x — %00, quindi la funzione x — g,(x,y)
¢ sommabile; analogamente, fissato x € R, risulta g,(x,y) = O(|]y|™), per y — %00,
quindi la funzione y — g,(x,y) ¢ sommabile.

Integrando g, prima rispetto a x e poi rispetto a y si ha

JRUR &l Mx)dy - J]R(J_:o (1 +|(y|y||__xx>2>2 dx)dy -

xX——+00
1 1
= - dy:J Ody:O,
JR|:2 1—|—(|y|—x>21_)_00 R

invece, integrando g, prima rispetto a y e poi rispetto a x, si ha

JRUR silx0)dy > A= J]R(J_:o (11 |(y|y||__xx>2>2 % >dx -

_ JR<2 JO +w<1+zy__xx>2>2 dy)dx = JRz{_% mr e

y=0

+oo 1
= f dx = [arctanx]i:ioo =

oo 14+ x2 o0

JRUR gl(x,y)dx>dy =0#n= fRUR gl(x,y)dy> dx.

In questo caso non si puo applicare il teorema dello scambio dell’ordine di integrazione
perché g, non ¢ sommabile. Infatti, per il teorema di Tonelli 1.5.14, si ha

Pertanto

|ly|—x|

R2|81(x’3’)|d(x,y)=fR<fR T+ (b1—T dx>dy:
b —x +o0 Y —
) LU—“’ <1+|(y|y||—x)2)2 derfm (1+(x—|y|y||)2)2 dx>dy:
x=[y| X—00
Sl e I

x=[y|

(/1 1
= — 4= = . <
JR<2+2>dy +o00

[
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1.5.2 TEOREMA DI CAMBIAMENTO DI VARIABILI

In questa sottosezione studiamo i cambiamenti di variabili negli integrali. Si tratta
dell’analogo in piu variabili dell’integrazione per sostituzione.

Una sostituzione ¢ utile per semplificare la funzione integranda; nell’ambito degli inte-
grali in piu variabili, un cambiamento di variabili puo essere utile sia perché semplifica la
funzione integranda, sia perché trasforma I'insieme di integrazione in uno piu semplice.

Definizione di diffeomorfismo

Siano Q,0 CR” aperti, ®: 2 — O. Diciamo che ® ¢ un diffeomorfismo (o un

cambiamento di variabili) quando ¢ iniettiva, suriettiva, di classe C', con inversa di
classe C'.

Per il teorema di invertibilita locale, condizione necessaria e sufficiente afinché I’inver-
sa di una funzione invertibile di classe C' sia di classe C! ¢ che essa abbia differenziale
invertibile in ogni punto, cio¢ che det_#; non si annulli.

Sara utile il seguente teorema relativo al calcolo differenziale.

1.5.35 Teorema

Siano B CR” aperto, F € C'(B,R™) e x,y € B tali che il segmento di estremi
x e y éincluso in B. Allora

n

|F(x)—F(y)|| < > " sup(D;F, 2 [|x —yl|.
7=1 k=1

. J

DiMOSTRAZIONE. Per il teorema del valor medio, per k& = 1,2,...,m, esiste &, apparte-
nente al segmento di estremi x e y, tale che F (x)— F,(y) = VF,(&,) - (x —). Quindi,
per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, risulta

|F(x)—F(y)| =f<wk<£k>-<x—y>>2sfllwk(@k)nznx—ynzz
k=1 k=1

m n

=SS (D FED) Ilx—ylP. -

k=1 j:l

Per studiare i cambiamenti di variabile negli integrali ¢ necessario anzitutto studiare
come essi agiscono sulla misura di insiemi. Il seguente teorema fornisce le informazioni
necessarie.

1.5.36 Teorema

Siano 2,0 CR” aperti, ®: 2 % O diffeomorfismo, AC Q. Siha Ae #(R")

se e solo se ®(A) € M (R") e in tal caso risulta

(@) = | der £ dE
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Poiché la dimostrazione di questo teorema ¢ piuttosto complessa la spezziamo in vari
lemmi. Nell’enunciare questi lemmi utilizziamo le notazioni del teorema senza ulteriori
precisazioni.

Anzitutto proviamo che i cambiamenti di variabile trasformano insiemi di misura nul-
la in insiemi di misura nulla e insiemi misurabili in insiemi misurabili. Studiamo poi
come cambia la misura nel caso particolare che il cambiamento di variabili sia una tra-
sformazione lineare. Successivamente arriviamo a dimostrare il teorema nel caso che A
sia un intervallo compatto con i lati di uguale lunghezza. Da qui e facile passare al caso
generale.

In questi lemmi chiamiamo cubo compatto un intervallo compatto non degenere che
ha tutti 1 lati della stessa lunghezza. Se x € R” e £ € R™, indichiamo con C(x,/) il cubo
compatto di centro x e lato 24, cio¢

C(x,f):X[xj—f,xj+€].

1=1

Sia ACQ; u*(A)=0 se e solo se [u*<<I>(A)) =0.

DimosTrAZIONE. Dimostriamo che se u*(A) =0 allora ,u*(<I>(A)> =0.
Supponiamo dapprima che esista Q € compatto tale che A CintQ.

Poiché @ ¢&diclasse C! e Q ¢ compatto, le derivate parziali di @ sono limitate in Q;
poniamo

K= \] i i sup(D;®; ).

7=1 k=1
Se C(x,¢)C Q, allora, per il teorema 1.5.35, Y& € C(x,{), si ha
|@(5)—(x)|| <K|IE —x|| <K v/nl,

quindi
®(C(x,0)) S S(®(x), K +/n l) S C(®(x),Kv/nl).

Linsieme ®(C(x,/)) ¢ immagine del compatto C(x,¢) mediante la funzione continua @,
& P
quindi ¢ compatto, pertanto € misurabile e si ha

‘u<<I>(C(x,Z)>) < mis<C<<I>(x),K ﬁf)) = <2K ﬁ()n = (K ﬁ)n mis(C(x,f)) .

Sia ¢ € RT. Poiché u(A)=0, per il teorema 1.2.36 esiste G, aperto, tale che A C G,
e u(Gy) < e. Posto G = GyNintQ, l'insieme G ha le stesse proprieta di G, e inoltre
G CintQ. Per il teorema 1.2.28 G = UkeN C,,coni C, cubi compatti a due a due con
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interno disgiunto. Allora si ha
+00
' (2(A)) < u(@ <Zu )< (KVR)" D> w(C)=
k=0

(V) () < (K )
Vista ’arbitrarieta di ¢, si ha ‘u*(<I>(A)> =0.

Sia ora A un qualunque sottoinsieme di Q di misura nulla. Per & € N* poniamo
1
Q.= {x eQ‘d(x,EQ) > E} N[—k,k]".

Ciascun Q,, ¢ chiuso, perché intersezione di chiusi, e limitato, perché incluso in [—k, k],
quindi ¢ compatto; inoltre ¢ contenuto in ) e

U int Q;, = U <{xeﬂ‘d(x,ﬁﬂ)>%}m]_k’k[n>:

kEN* kEN*

Per ogni £ € N*, ANintQ, ¢ contenuto nell’interno del compatto Q, contenuto in
¢ ha misura nulla, quindi, per quanto gia dimostrato, si ha u(®(ANintQ,))=0. Risulta
UkeN* (ANintQ,) = A, quindi Uk N 2(ANInt Q) = ®(A). Pertanto ®(A) ¢ unione di
una famiglia numerabile di insiemi di misura nulla, quindi ha misura nulla.

Viceversa, poiché @~ ¢ un diffeomorfismo, per quanto gia provato, se u*(®(A4))=0

allora u*(®~'(®(A))) =0, cio¢ u*(4)=0. [

1.5.38 Lemma

Sia ACQ; A ¢ misurabile se e solo se ®(A) ¢ misurabile.

DimosTRAZIONE. Dimostriamo che se A ¢ misurabile, allora ®(A) ¢ misurabile.

Se A € M (R”) allora, per il teorema 1.2.36, esiste M di tipo Gy tale che ACM e
U(M\A) =0. Poiche Q ¢aperto, possiamo scegliere M C 2. Siha ®(A) = ®(M)\(M\A).
Poiché @ ¢ un diffeomorfismo, trasforma aperti in aperti e quindi insiemi di tipo Gy in
insiemi di tipo Gy ; pertanto ®(M) € # (R"). Inoltre, per il lemma 1.5.37, ®(M \ A) ha
misura nulla, quindi ¢ misurabile. Pertanto ®(A) ¢ differenza di insiemi misurabili, quindi
¢ misurabile.

Viceversa, poiché @' & un diffeomorfismo, da quanto gia dimostrato segue che, se

®(A)e #(R"), allora A= <I>_1<<I>(A)) e M(R"). u

Siano T una trasformazione lineare da R” a R” invertibile, D la sua matrice

associata e A€ #(R”). Allora T(A)e M (R") e p(T(A)) = |det D|u(A).

DimosTRAZIONE. Poiché ogni trasformazione lineare invertibile ¢ un diffeomorfismo, per
il lemma 1.5.38, T(A) e #(R").

Ogni trasformazione lineare da R” a R” invertibile puo essere fattorizzata nel prodotto
di trasformazioni lineari di uno dei seguenti tre tipi.
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a) Scambio di coordinate: per 1<i<j <,
. n n —
Si,j'R —)R 5 Sl‘,]‘<x)—(xl,...,xi_l,Xj,xi+1,...,Xj_l,xl‘,Xj+1,...,xn).

La matrice associata ¢

10 0 0 0

1 0 0 0
0 O 0 1 0
0 O 1 0 0
0 0 0 0 1
1 2 : j n

che ha determinante —1.
b) Moltiplicazione di una coordinata per una costante non nulla: per 1<i<n, AeR*
Ml,/1: ]R}’L — ]R}’L ) Ml,/{(x) = (xl, cee ,xl‘_l, Axl, xl+1, . .,xn) .

La matrice associata ¢

1 0 0
1 0 0
0 0 A o’
0 0 0 1
1 2 i n

che ha determinante A.
¢) Somma di un multiplo di una coordinata ad un’altra: per 1<i,7 <n, i#;, AeR*
C,j:R">R”, C;iax)=x+ ijel- = (XyyeeesX; 15 %; + ij,xl-ﬂ, X))

La matrice associata ¢

10 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 A 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
1 2 i j n

che ha determinante 1.
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M1,2<A> C1,2,1<A>

Figura 1.5.8

Trasformazione di un insieme mediante le trasformazioni lineari elementari utilizzate nella
dimostrazione del lemma 1.5.39.

In ogni figura un insieme in blu e il trasformato in rosso; le trasformazioni applicate sono, da
sinistra a destra, §;, (scambio degli assi), M, (raddoppio della prima coordinata), C,,,

(somma della seconda coordinata, moltiplicata per 1, alla prima).

Se I ¢ un intervallo compatto di R”, allora §, ;(1) ¢ un intervallo compatto di R”
e mis(S i )) = mis(/). Da questo segue facilmente che qualunque sia A € .4 (R”) si ha
#(Si,j(A» = u(A).

Se I ¢ un intervallo compatto di R”, allora M; ;(I) ¢ un intervallo compatto di R” e

mis(M ia(d )) = Amis(/). Da questo segue facilmente che qualunque sia A € 4 (R") si ha
(M, () = Agu(A).

Per studiare la misura del trasformato di un insieme mediante C; i limitiamoci al caso
n=2,1=1, j=2,in modo da semplificare la notazione.

Si ha, ¥(x,y) € R*, Cy,,(x,y) = (x+Ay,y). Sia I =[a,b] x [c,d] un intervallo
compatto di R?. Se A>0, per ogni (x,y) €I siha a+ Ac <x+ Ay < b+ Ad, pertanto

Cio () Cla+Ac, b+ Ad]x [c,d]

e quindi /“(Cl,z,/l(l» < (b —a+ Ad —c))(d —c). Se invece A< 0, per ogni (x,y) €1 si
ha a+ Ad <x+ Ay < b+ Ac, pertanto

Cio () Cla+Ad, b+ Ac]x [c,d]
e quindi y(C,,,(1))<(b—a+ A(c—d))(d—c). Pertanto si ha in ogni caso
(C, o)1) < (b—a-+1A(d —))(d o).

Inoltre, per k& € N*, suddividendo I'intervallo [c,d] in k parti uguali, si ha

k : _
[a,b]x[c,d]zu[a,b]x[c+<z—1>k<d_c>,c+;(dk—c>],
j=1
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quindi, utilizzando cio che si ¢ appena dimostrato,

/U(Cl,z,A([ iﬂ( 12,1< ]X[C'i‘(]._1)/£d_c),c+].(dk_c)]>>ﬁ

=1

<>

=1

d:>(d_c>.

Passando al limite per & — +o00, da qui si ottiene

(Craulab]x [6,d]) < (b —a)(d —¢) = mis([a, b] x [, d]).

Da qui segue facilmente che qualunque sia A € /4 (R"), si ha u(C, , ;(A)) < u(A). Poiché
la trasformazione lineare C,, ; somma A volte la seconda coordinata alla prima, lasciando
invariata quest’ultima, la trasformazione inversa si ottiene sommando —A volte la seconda
variabile alla prima; cioe C 1_; = Ci,, Pertanto si ha anche

u(A)= N<C1,2,—A(C1,2,A(A)>> < /U(C1,2,A(A)>§

quindi @(A) = u(Cy,,(A4)).

In ogni caso, il trasformato di un insieme misurabile A mediante una delle trasforma-
zionilineari §; ;, M, ), C, ; ;, hamisurauguale a u(A) moltiplicato per il valore assoluto
del determinante della matrice associata alla trasformazione lineare. Qualunque trasfor-
mazione lineare T' ¢ composizione di trasformazioni del tipo elencato sopra, quindi, se
Ae M(R”"), allora ,u(T(A)) ¢ uguale al prodotto dei determinanti delle trasformazioni li-

neari in cui ¢ fattorizzata T per u(A), mail prodotto di tali determinanti ¢ il determinante
di T'. Questo prova il teorema. u

1.5.40 Osservazione. Da questo lemma segue immediatamente che la misura di Lebesgue ¢
invariante per trasformazioni lineari che hanno determinante della matrice associata ugua-
lea 1 oa —1. In particolare ¢ invariante per rotazioni e riflessioni, che hanno matrice
associata ortogonale, con determinante 1 e —1, rispettivamente. |

Nei lemmi che seguono utilizzeremo particolari successioni di cubi compatti. Con I’e-
spressione successione decrescente di cubi compatti inclusi in Q che tende a {c}, dove
¢ € 2, intendiamo che, Yk € N, C, ¢ un cubo compatto, c€ C, CQ, C,,, CC, el

lato di C, tendea 0, per & — 00, da cio segue che (), C, ={c}.

1.5.41 Lemma

Siano ¢ €2 e (C,),ey una successione decrescente di cubi compatti inclusi in
che tende a {c}. Se #;(c) ¢ la matrice identita, allora

ktoo u(C)
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DiMosTRAZIONE. Poniamo d = ®(¢) e indichiamo con I la funzione identita in R”.

Sia ¢ € R™. Lafunzione ®—1 ¢diclasse C! e hale derivate parziali nulle in ¢ ; quindi
18, € Rt tale che, per £ € S(c,8,) ¢ j,k=1,2,...,n siha |D]-(<I>—I)k(§)| <e/n. Allora,
per il teorema 1.5.35, Y&,n € S(c,8,), si ha

n

S aup(D,@— 1), ) 1€ —7ll <
\] 1 k=1

n

<\ kﬁ( ) 1E =l =ellE 7.

[(@—1)(&)—(@—D)(n)| <

Analogamente, poiché anche fp-1(d) = ( jq,(c))_1 ¢ la matrice identita, 38, € R* tale
che, Y&, 7 Gg(d, 8,), st ha

[(@~ =I)(&)— (@ —I)(n)|| < ellE —7ll-

Siano @ € R” e £ € R™, tali che C(a,£) C S(c,8,). Qualunque sia & € C(a,!), per
j=1,2,...,m,stha

|2,(8)—®;(a)| S| —a;|+|(@—1);(§)—(2—1);(a)] <
<I&—oj|+|[(@—1)E)—(@—I)a)|| <€ —all+ellE —al| < (1+Vne)l;
percid
B(C(a,0)) S C(8(a), (14 v/n e)l).
Quindi
u(®(C(a,0))) 3 u(C(2(@),(1+yne)l))

u(C(a,l)) 4(Cla,l))
Analogamente, se S €R” e m € R sono tali che C(8,m)C E(d, 8,), st ha

&7 (C(B,m) S C(87(),(1+ Vn e)m),
cio¢, posto a =87'(f) e L =(14+/nc)m

C(®(a),/(1++/ne)) S®(C(a,l)).

=(1+vVne)". (1.5.4)

Quindi
(2(C(a,0)) _ u(C@@),t/(1+ <)

>

#(C(a,0)) #(C(a,0))

Indichiamo ora con @, e ¢, il centro e il semilato del cubo C, . Per ipotesi £, — 0.
Poiché ¢ € C, = C(ay,!}), definitivamente rispetto a k, si ha C(a,,£,) C S(c,8,).

:(1+ﬁ5)_”. (1.5.5)
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¢~ C(B,(1+ 7 o))

<I>_1(C(,5, m))

0 \/
(0]

Figura 1.5.9
I cubi e 1 loro trasformati utilizzati nella dimostrazione del lemma 1.5.41.

Analogamente, definitivamente rispettoa & ,siha C(®(ay), /7 £},/(1+4/7 ¢)) C $(d,8,).
Quindi per C;, valgono definitivamente le disuguaglianze (1.5.4) e (1.5.5), cioe si ha

—n /u(q>(ck)> n
(1+Vne) §W§(1+ﬁ5) .

Per ’arbitrarieta di ¢, questo prova che ,u(<I>(Ck ))/,u(Ck) — 1. u

1.5.42 Lemma

Siano ¢ € e (C,),ey una successione decrescente di cubi compatti inclusi in
che tende a {c}. Allora

lim Y <<I)(Ck)>

= |det_Z5(c)|.
koo () det 2o )

\

DimosTRAZIONE. Siano T la trasformazione lineare in R” la cui matrice associata ¢ %g(c)
e F=T'0®. Poiché T! & una trasformazione lineare invertibile, F & un diffeomorfi-

smoda Q su T7'(O). Inoltre #x(c)= (j{,(c»_lj{,(c) =1 . Allora, per il lemma 1.5.41,
lim,_,, ,u(F(Ck))/y(Ck) = 1; inoltre, per il lemma 1.5.39,

H(F(C) = u(T7(R(C,)) = [det o)~ u(®(C,).

Pertanto
lim M(‘I’(Ck»: I |det Z5(c)| u(F(Cy))
kotoo p(Cp) koo #(Cp)

= |det _Z5(c)|. u
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1.5.43 Lemma

Siano ¢ € e (C,),ey una successione decrescente di cubi compatti inclusi in €
che tende a {c}. Allora

. 1
) ) el =1

. J

DimosTrRAZIONE. Si ha

1
e ch ¢ 4a(E))dE

#(C) 1
“(®(Cp)) M(Ck)fck|detf¢(§)|d§.

Per il lemma 1.5.42 la prima frazione ha limite |det /q,(c)rl . I rimanenti termini sono
la media della funzione & — |det _%4(&)| sul cubo Cj. Poiché la funzione |det 74| ¢

continua, e la successione dei cubi tende a {c}, tale media ha limite |det ¢ (c)|. Infatti

) el sl | = | s | (sl e s <

—|de o)||dé& .
u<ck> ()] —|det fo(e)]| &

Poiché @ ¢ di classe C' la funzione & — |det _#g(&)| ¢ continua, quindi, fissato ¢ € RY,
38, € R* tale che, se £ € S(¢,8,) NN, allora la funzione integranda ¢ minore di «¢.
Poiché la successione (Cp ),y tende a {c}, definitivamente si ha C, C §(c,3,), pertanto,
definitivamente, si ha

1 1
et #5(&)|d& —|det Zy(c cedé =c¢.

Questo prova il lemma. [

1.5.44 Lemma

Sia C un cubo compatto contenuto in 2. Allora

u(8(C)= | Jder fo)dE

DimosTRAZIONE. Dimostriamo il lemma per assurdo. Supponiamo quindi che esista un
cubo compatto C, C Q, per cui la tesi ¢ falsa, cioe tale che si ha fc |det Z5()|dE =
0

/Lu<<I>(CO)) ,con A£1.
Consideriamo il caso A> 1.

Indichiamo con ¢ il lato di Cj; suddividiamo Cj in 2” cubi di lato £/2, a due a due
con interno disgiunto. Indichiamo con B;, j =1,2,...,2" questi cubi. P01che i B; hanno
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a due a due intersezione di misura nulla, per il lemma 1.5.37 anche 1 ®(B;) hanno a due a

due intersezione di misura nulla. Percio si ha
f | det 76(8)|dE = f |det 75(E)] d€ = Au(® Z’W

Evidentemente non ¢ possibile che ognuno degli addendi della somma a primo membro
sia minore del corrispondente addendo della somma a ultimo membro, quindi, per almeno
uno dei B s risulta

[ 1 scorlae = au(aee)).

Indichiamo con C; uno dei cubi per cui vale questa disuguaglianza. Notiamo che C; C C,
eillatodi C, ¢ £/2.

Il ragionamento puo essere ripetuto per trovare un cubo C, , incluso in C, dilato £/2%,
tale che

L |det 25(£)|dE > Au(®(C,)).

Proseguendo costruiamo una successione di cubi C,,, di lato £/ 2% con C p41 C Cp,etali

che
[ Mees@lde = au(acco),
cio¢ 1
S — det £,(&)|dE > A.
) Jo e =

Poiché 1 C, sono compattie C,,; C C,, ﬂkeN C, non ¢ vuota. Sia cEﬂkeN C,. 1l

lato di C, tende a O per & — +o00, quindi abbiamo una successione decrescente di cubi
compatti che tende a {c}, pertanto, per il lemma 1.5.43,

1
lim ——— | |det #,(&)|dE =1.
k—+o00 N(‘I)(Cle» Ck| tf (g)l 5

Ci0 ¢ assurdo perché il quoziente ¢ sempre maggiore o uguale a A, che ¢ maggiore di 1
Se A< 1 la dimostrazione ¢ analoga. [

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 1.5.36. Sia G C Q) aperto. Per il teorema 1.2.28, risulta es-
sere G =|J,yCp» con i G, cubi compatti a due a due con interno disgiunto. Poiché

Iintersezione di due di questi cubi ha misura nulla, per il lemma 1.5.37 anche gli insiemi
®(C},) hanno a due a due intersezione di misura nulla. Pertanto, per il lemma 1.5.44,

U(@(6) =2 w(@(C)= 3 | et £y(©)]dE = | [den 7€) a6
k=0 k=0 C; G

Sia M CQ ditipo Gy .
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Supponiamo che esista Q C 2 compatto tale che M CintQ . Per l'osservazione 1.2.31
esiste una famiglia {G, |k €N} di aperti contenuti in intQ tale che M =("),_,G; e

\

G..1 € G, . Poiché Q ¢ compatto e ® ¢ continua, ®(Q) ¢ limitato, quindi ®(G,) ¢
limitato, pertanto ha misura finita. Dal teorema 1.2.24, affermazione II si ottiene

w(@@)= lim u(®(Gy))= lim JG |det #5(8)|dE = lim Jﬂ|detfq>(§)|ﬂ(ck(§)d§-

k—+00 k—+00 k—+00

Le funzioni |det % | Xg, sono maggiorate da |det 2| Xg, » che ¢ sommabile perché il suo

integrale ¢ u(®(Gy)). Pertanto, per il teorema della convergenza dominata 1.4.32,

i [ |det Au(©)] 7, (61 = | lim |dex 7060 1, (€)=
Q QRr—=F

k—+o00

- leetfq,@)lm(@d&: JMldetf¢(§)ld§-

Sia ora M un qualunque sottoinsieme di Q di tipo Gy . Per k& € N* poniamo
1
Q.= {x eQ’d(x,EQ) > E} N[—k,k]".

Ciascun Q, € compatto, contenuto in 2 e

Q= <{xeﬂ‘d<x,[]ﬂ)> %}m]—k,k[”):ﬂ.

keN* keN*

Inoltre poniamo M, = M NintQ, . Ciascun M, ¢ ditipo G5 e contenuto nell’interno
di un compatto di 2, quindi, per quanto gia dimostrato, ,u<<I>(M L )) = ka |det Z5(&)|dE .
Poiché My €M,y siha yy, <y,  »quindi, utilizzando il teorema di Beppo Levi 1.4.13,

k—+4o00 k—+0c0

(@)= lim u(®(M,))= lim JM [det £4(8)] d€ =

= Jim_ [ At A0, (€148 = | et SO u(E)dE = | [der 5y (©)] 5.
Q Q M

/e—>+oo

Sia infine A un sottoinsieme misurabile di 2. Per il teorema 1.2.36 esiste M CR”, di
tipo Gy, tale che ACM e, posto H=M\A, st ha u(H)=0. Possiamo inoltre scegliere

M C Q. Peril lemma 1.5.37, ,u<<I>(H)> =0 e, per il teorema 1.4.11, fH|detj<I,(§)| d&§ =0,
pertanto

(@A) = u(@(1) = JMldetf¢(§)|d§=
=J|detf¢(§)|d€+J |detfq>(§)|d§=f|detjq,(§)|d§. R
A H A
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Il teorema 1.5.36 fornisce una formula per calcolare la misura del trasformato di un insie-
me mediante un diffeomorfismo. Da questa si ricava facilmente una formula per I'integrale
di funzioni semplici e, approssimando funzioni misurabili con funzioni semplici, si ottie-
ne un teorema generale per funzioni misurabili. Esaminiamo prima il caso delle funzioni
misurabili non negative e poi quello delle funzioni sommabili.

1.5.45 Teorema (del cambiamento di variabili per funzioni non negative)

Siano 2,0 C R” aperti, ®: % O diffeomorfismo, A € #(R”) tale che

ACO e f:A—[0,400]. La funzione f ¢ misurabile se e solo se fo®|det |
¢ misurabile e in tal caso si ha

f = j £(®(E)) |det 2o(E)|dE
A 31(4)

\. J

DimOSTRAZIONE. Poiché A € # (R”), per il lemma 1.5.38, ®~!(A) & misurabile.

Sia ¢ € R. Posto B, = {& € @ '(A)|(fo®)(§) <c} e A, = {x € A|f(x) < c},
stha & € B, se esolose ®¢&) € A,, cioe A, = ®(B,). Quindi, per il teorema 1.5.36,
A, ¢ misurabile se e solo se B, ¢ misurabile, percio f ¢ misurabile se e solo se fo® ¢
misurabile. Inoltre la funzione |det | ¢ continua, quindi misurabile, ¢ non si annulla,
pertanto se fo® ¢ misurabile, allora fo®|det_#| ¢ misurabile, viceversa, se fo® |det |

¢ misurabile, allora fo® = (fo®|det Z|)/|det | ¢ misurabile.
Sia f = Zle /1]-)(3]_, con /11,/12,...,/11, € [0,+00[ e B,B,,...,B, sottoinsiemi mi-
surabili di A. Si ha ()(Bj o®)(§) =1 seesolose ®(&) € B;, cioe & € <I>_1(B]-), quindi

X5, od = Xo\(8) - Per il teorema 1.5.36, si ha

) ) ?
| rwax= [ S apmdx =302, [ i 1dx =30 3,u)=
A Aj:l 7=1 A 7j=1

P P
= Ajf |detfq>(§)|d§ :Z Ajf Xé—l(Bv)(§)|detftI>(§)|d§:
=1  Je'(B) j=1 A) !

I(

p
:J (A)Z Aj)(Bj(<I>(§))|detfq>(§)|d§zf F(®(E))|det_g5(8)| dE .
&1(4) =1

¥(4)

Sia ora f una qualunque funzione misurabile non negativa; per il teorema 1.3.29 esiste
(/¢ )pen Successione di funzioni non negative semplici crescente e convergente a f . Allora,
per il teorema di Beppo Levi 1.4.13, si ha

ff(x)dx: lim ffk(x)dx: lim f ﬁe<{>(§))|detfq,(§)|d§:
A A & (4)

k—+o00 k—+o00

=], [EE) s e :



1.5. Calcolo degli integrali 105

1.5.46 Teorema (del cambiamento di variabili per funzioni sommabili)

Siano 2,0 CR” aperti, ®: % O diffeomorfismo, A € #(R") tale che A C

O e f:A—R. Lafunzione f ¢ sommabile se e solo se fo®|det | & sommabile e
in tal caso si ha

J o= j F(@(E))|det 25(5)| dE
A 2'(4)

. J

DimosTrAZIONE. Dal teorema di cambiamento di variabili per funzioni non negative 1.5.45
\ . \ . . .
segue che, se f ¢ sommabile, allora fo®|det_Zz| ¢ misurabile e si ha

f £ (2())] [det £ ()| dE = f £ ()| dx < 400,
<I>_1(A) A

quindi fo®|det _#| ¢ sommabile. In modo analogo si prova il viceversa.
Inoltre, se f ¢ sommabile, allora, per lo stesso teorema,

x)dx = T(x)dx — “(x)dx =
Lf() Lf() Lf()
. f F+(®(E)) |det £()|dE — f F(®(8)) |det (6] dE =
a(4) a(4)
=], SEO) sz o

1.5.47 Esempio. Utilizziamo un cambiamento di variabili per semplificare 'utilizzo del
teorema di Tonelli nel calcolo di

f (2 +97)d(x.y),
A

con A={(x,y) € R?||x|+|y| < 1}, gia studiato nell’esempio 1.5.22.

Con una opportuna rotazione I'insieme A (v. figura 1.5.4) puo essere trasformato in un
quadrato con 1 lati paralleli agli assi. In questo modo si semplifica I’applicazione del teorema
di riduzione.

La rotazione di centro 'origine e di ampiezza 7/4 in senso antiorario ¢ la trasforma-
zione lineare di matrice associata

(o, s = (M TR,

quindi consideriamo il cambiamento di variabili

®: R - R?, ¢(§,n):<%£+%n,—%£+%n>.
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La matrice jacobiana di @ ¢, in ogni punto, la matrice associata alla trasformazione lineare,
che ha determinante 1, poiché si tratta di una rotazione. Determiniamo ®7!(A4). Si ha

(¢, 7))€A<:>‘—§+ \/_ ’

y It v A
c¢05+m+k{+m)_
= EFnP 28 +ll=E +l+(=E+n)? <2
287+ 2P+ 218 + 77| <2
— |_é’2+)72|§1_é’2_)72
= 1< <1 —p
= 282<1 A 221
o e[t Llnpe[-L 4]

V2 V2 2 V2

Quind:i

1 1 1 1
corl- sl 5]
R V1 Kl RV
Per i teoremi di cambiamento di variabili 1.5.45 e di Tonelli 1.5.14 si ha
2, .2 1 ?
(249 = | (et o) (e )d(g, )=
JA [~1/v2.1/v2] V2 1/_ V2 w/_ T

f[_l/ﬁ,l/ﬁy("n +7)d(E, )= f " UM (& +77)dn ) =

—1/v/2\J—1/4/2
1/v2 , 1 n=1/v2 1/v2 ) ,
= Jemagr]  ag= < E b — ) =
J—l/ﬁ[ 7 3;7 n=—1/v2 —1/4/2 V2 61/_ V2 6+/2

[ (e ae=[ Lo L] Shitili il o

1.5.48 Esempio. Fissato @ € RT, studiamo la sommabilita della funzione

1

g:A-R,  gx)=5—,
Il

con

A={xeR"|||x|| <1} \{0}.

L'insieme A ¢ differenza di due chiusi, quindi ¢ misurabile, g, ¢ continua, quindi
misurabile, ed € positiva.

Per k£ €N poniamo

A, = {x eR” |2_k_1 < ||x|| SZ_k}.



1.5. Calcolo degli integrali 107

Si verifica facilmente che gli A, sono misurabili, a due a due disgiunti e la loro unione ¢ A;
pertanto, per il teorema di additivita numerabile dell’integrale 1.4.18 si ha

f ! dx—iof ! dx (1.5.6)
allxll® = lxlle -

®:R"-»R", &kx)=2""x.

Poniamo

Evidentemente ® ¢ un diffeomorfismo e, Yx € R”, si ha det_#g(x) =27". Inoltre, per
k € N* st ha

8714, = {£ eR7 |24 <R g <2 H) = (£ e R7 2 <[] <2H) =4, .
1 1 1
J a’x:J 2" d{:Z“_”f dx,
4, x| 4, 12721 4, llxl=

f ! a’x:Zk(“_”)f ! dx.
a, |lx[|* a, x|l

Dall’equazione (1.5.6) segue

f 1 J +Z.o<2k(a—n)f 1 J > <+Z°° 2k(a—n)>f 1 J
X = —ax | = X.
A llxl® P A, ||| P A, |||

Poiché g, ¢ limitata in A, che ¢ limitato, I'integrale ¢ un numero reale. Pertanto g, &
sommabile se e solo se > 2k@=7) < 400, che equivale a 297" < 1, cioé a < 7. <

Pertanto

quindi

1.5.49 Esempio. Fissato @ € R™, studiamo la sommabilita della funzione

1

& AR, gx)=7—,
Il

con

A= {xe® |||z 1).

L'insieme A ¢ chiuso, quindi ¢ misurabile, g; ¢ continua, quindi misurabile, ed ¢
positiva.
Per k£ €N poniamo
A, = {x eR” |2/€ < ||x|| < Zk“}.

Si verifica facilmente che gli A, sono misurabili, a due a due disgiunti e la loro unione ¢ A;
pertanto, per il teorema di additivitd numerabile dell’integrale 1.4.18 si ha

f ! dx—fj ! dx (1.5.7)
allxll® = llxlle -

$:R” - R”, ®(x)=2x.

Poniamo
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Evidentemente @ ¢ un diffeomorfismo e, Vx € R”, si ha det_%(x) = 2”. Inoltre, per
k € N* si ha

(A ={¢ eR" 2" <28 <2} = {S eR" |2 <IE|| < 2"} = 4y, -

1 1 1
f a’x:f 2"d§:2”_af dx,
4, x| 4, 1128 4, x|

1 1
f a’x:Zk(”_a)f dx.
a, 1%l a, |l

Dall’equazione (1.5.7) segue

f 1 dx_+2°°<2/e(n—a)J 1 dx>_<+2°° 2k(n—a)>f 1 Ix
A llxl® P a4, ||| P a llxlle

Poiché g, ¢ limitata in A, che ¢ limitato, I'integrale ¢ un numero reale. Pertanto g &

sommabile se e solo se > 2k(n=2) < 400, che equivale a 2"7% < 1, cio¢ a > 7. <

Pertanto

quindi

1.5.50 Esempio (coordinate polari). Un punto del piano puo essere individuato conoscen-
do la sua distanza dall’origine e la direzione della semiretta che esce dall’origine e passa per
il punto. Tale direzione puo essere individuata dall’angolo che la semiretta forma con il se-
miasse positivo delle ascisse, ruotando in senso antiorario a partire dal semiasse. Indichiamo
con p ladistanza e con ¢ la misura in radianti dell’angolo (v. figura 1.5.10).

(s y) K- ------+ esinf
i 0
-
: \ Figura 1.5.10
cos

Il punto (x,y) del piano cartesiano ha
coordinate polari (p,0), dove p ¢ la di-
stanza del punto dall’origine e 6 ¢ la mi-
sura in radianti dell’angolo tra il semiasse
positivo delle ascisse e la semiretta uscente
dall’origine e passante per il punto, proce-
dendo in senso antiorario.

Il punto del piano individuato dalla distanza p e dall’angolo di ampiezza 6 ha coordi-
nate cartesiane (pcos®, psinf). Pertanto le coordinate cartesiane sono collegate a quelle

polari dalle equazioni
{x = pcost,

y=psinb.
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Quindi il cambiamento di coordinate ¢ la funzione (p, ) — (pcost, psind). Poiché p &
una distanza ¢ maggiore 0 uguale a 0; inoltre & ¢ la misura in radianti di un angolo, qu1nd1
6 €[0,2n[ . Non possiamo sceghere come dominio [0,4+o00[ x [0,27[ sia perché non e
un insieme aperto, sia perché la funzione ristretta a tale insieme non ¢ iniettiva; infatti se
o =0, allora qualunque sia & il punto corrispondente ¢ (0,0). Definiamo quindi il cambia-
mento di variabili sull’aperto R* x ]0,27[ . In questo modo I'immagine del cambiamento
di variabili non ¢ R?, perché non contiene l'origine e tutti i punti del semiasse positivo
delle ascisse. Tale insieme ha misura nulla, quindi per il calcolo di integrali € ininfluente.
Poniamo quindi

®: R x 10,27 —» R?, ®(p,0)=(pcosl,psinb).

Dalle considerazioni geometriche segue che @ ¢ iniettiva; cio puo anche essere provato
per via analitica. Siano (P1s 0,):(p2,0,) € RT x 10,27[ tali che ®(p,,0,) =®(p,,0,), cioe
p1cost; = p,cosl, e p;sin (91 =p, sm@ Pertanto

p1cos’l, + pisin®l, = p3cos’0, + p3sin*l,,

quindi p? = p3, da cui segue p; = p,, perché p,,p, €RT. Allora si ha cos@, =cosb, e
sind, =sind,, quindi ¢, =0,, perché 6,0, € 10,2x[ . Percio ® ¢ iniettiva.
Dalle considerazioni geometriche segue che 'immagine di @ ¢

O :RZ\{(x,O)|x E[O,+oo[}.

Proviamo questa uguaglianza anche per via analitica. Evidentemente 'immagine ¢ inclusa
in O. Sia (x,y) € O; cerchiamo (p,0)€R* x ]0,27[ tale che (ocost,psinf)=(x,y).
Deve essere

x> +y? = p? cos’0 + p?sin’l = p?,

quindi p = 4/x2+7y?2. Pertanto risulta

- , ) = (cosB,sin0). (1.5.8)
VR4 x4

Poiché (x /X2 + 92,9 /4 X2+ 92 ) appartiene alla circonferenza unitaria, 30 € [0,27[ che
verifica questa equazione. Se fosse & =0, si avrebbe

x=4/x24+9y2 cosO0=4/x2+7y2>0,
y=4/x2492sin0=0,
contro I’ipotesi che sia (x,y) € O. Pertanto 6 € ]0,27] .
Quindi @ ¢ biunivoca da R x 10,27 su R?\ {(x,0)| x €[0,400[} .

Evidentemente @ ¢ diclasse C!, calcoliamo il determinante della sua matrice jacobiana.

Siha, Y(p,0) e RT x 10,2x][,

cos) —psint

sin@ /OCOS(9 > /OCOSZ(9+/OSiIl2(9:/o,

det fo(,6) = dec

Pertanto, Y(p,0) € 2(®), det_%4(0,0)#0, quindi @ ¢ un diffcomorfismo. <
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1.5.51 Esempio. Calcoliamo

[ cit

A:{(x,y)GRZ|x2+y2§4,x+y§O}.

con

9 Figura 1.5.11
Il dominio di integrazione dell’esempio

1.5.51.

Linsieme A ¢ chiuso, quindi ¢ misurabile, la funzione integranda ¢ continua, quindi
misurabile. Inoltre la funzione ¢ limitata in un insieme limitato, quindi € sommabile.

Effettuiamo un cambiamento di variabili utilizzando le coordinate polari introdotte nel-
I’esempio 1.5.50. L'insieme A non ¢ contenuto nell’immagine del cambiamento di variabili,
perché l'origine appartiene ad A ma non all'immagine del cambiamento di variabili. Tut-

tavia tale immagine differisce da R? per un insieme di misura nulla, quindi l'integrale in A
coincide con I'integrale in A intersecato tale immagine. Posto quindi

®:R* x 10,272 —» R?, ®(p,0)=(pcosl,psinb).

x=pcost,
y =psinb,

cioe

st ha

f xd(x,y):J /ocos<9|detjq,(/o,<9)|d(p,@):f p’cosfd(p,0).
A a1(4)

@7!(4)

Determiniamo ®7'(A4). Sia (p,0) € R* x 10,27 tale che ®(p,0) € A. Cio equivale

a p?<4e pcost < psin@. Quindi deve essere p € 10,2] e cosf < sinf. Si verifica
facilmente che cos@ <sin@ se e solo se 0 €[n/4,57/4], pertanto

& 1(A)=10,2] x [rt/4,57/4].
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Quindi, per il teorema di Fubini 1.5.28, si ha

2 5m/4 2
f xd(x,y):f /ozcos@d(p,@):f <J pzcosﬁd(9>dp:f [pzsinﬁ]zz:;fdp:
A B 0 0

/4

:LY-% 2—%p2>dp=—sz/§p2dp=—[‘/7zp3]:2—%5- <

1.5.52 Esempio. Utilizziamo le coordinate polari per calcolare un integrale in R che
non puo essere calcolato mediante il teorema fondamentale del calcolo integrale, perché
la funzione non ammette primitive che si possano esprimere mediante funzioni elementari.

too
]:f e “dx.

—0Q

Poniamo

Per losservazione 1.5.19 si ha

too 2 too 2 too Foo 2 2 2_,2
I :J e ™ de e dy :J <J e Fe™ dy>dx :f e X7 d(x,y).
—o0 ) —o0 —o0 R2

Passiamo in coordinate polari, tenendo conto di quanto osservato nell’esempio 1.5.51 sul
fatto che cio ¢ possibile anche se I'insieme di integrazione non ¢ contenuto nell’immagine
del cambiamento di variabili. Si ottiene, utilizzando il teorema di Tonelli 1.5.17,

+o0 2 +00

+oode_p2 21400
:—nJO P d/o:—ﬂ:[e P]: =

Pertanto I = /7. |

1.5.53 Esempio (coordinate cilindriche). Un cambiamento di variabile utile per il calcolo

di integrali in sottoinsiemi di R® si ottiene considerando le coordinate polari nel piano
(x,7) (v. esempio 1.5.50) e lasciando invariata |’altra variabile.
Poniamo quindi

®:RTx10,2n[ xR >R’ ®(p,0,t)=(pcosl,psinb,t).

Dalle considerazioni fatte sulle coordinate polari segue immediatamente che @ ¢ biuni-
voca dal suo dominio a

O:]RS\{(x,O,z)|x€[O,+oo[, z€R}.
Inoltre si ha, V(p,0,t) e Rt x 10,27 xR,

cost) —psinf 0
det #5(0,0,t)=det| sind pcost 0 :det<
0 0 1

cost —psin (9>
sinf)  pcost

Pertanto, Y(p,0,t) € 2(®), det Z4(p,0,t)#0, quindi @ ¢ un diffeomorfismo. <
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Y Figura 1.5.12

Il punto (x,y,z) del piano cartesiano ha
coordinate cilindriche (p,0,t), dove p &
la distanza del punto dall’asse z e 6 ¢ la
misura in radianti dell’angolo tra il semias-
se positivo delle x e la semiretta uscente
dall’origine e passante per la proiezione del
punto sul piano (x,y), procedendo in sen-
so antiorario, e t coincide con z.

1.5.54 Esempio. Calcoliamo la misura di
A= {(x,y,z)e]R3 |x*+y° <2241, 7] <3}

L'insieme A ¢ chiuso, quindi ¢ misurabile.

Per calcolare u(A) possiamo calcolare [ L 1d(x,9,2).

Figura 1.5.13
Il dominio di integrazione dell’esempio 1.5.54 (a sinistra) e 'insieme C ottenuto dopo
’applicazione del teorema di Tonelli (a destra).
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Effettuiamo un cambiamento di variabili utilizzando le coordinate cilindriche introdot-
te nell’esempio 1.5.53. Poniamo quindi

®:R"x 10,27 xR - R?, ®(p,0,t)=(pcosl,psinb,t).

Siha ®(p,0,t) €A, se e solo se /ozcosz(9+,osin2<9§ P+ 1elt|<3,cioe p? <t?+1e
—3 <t < 3. Pertanto

*'(A)={(p,0, 1) eR" x ]0,27 x R|p < v/ 1241, -3 <t <3}.

Indicato con B tale insieme, per il teorema del cambiamento di variabili per funzioni non
negative 1.5.45, si ha

fAld(x,y,z):prd(p,Q,t).

Calcoliamo questo integrale utilizzando il teorema di Tonelli 1.5.17. Dalla definizione
di B risulta evidente che, fissati p e ¢, ¢ semplice determinare i ¢ tali che (p,0,t) € B.

Infatti se t € [-3,3] e p € ]O, V24 1], allora (p,0,t) € B se e solo se 0 € 10,2x[,
mentre se ¢ e p non verificano tali disuguaglianze, allora, qualunque sia @, (0,0,t) ¢ B.
Pertanto, posto

C={(p,t) ERT xR|p<Vt2+1, -3<t <3},

Lpd(p,@,t>=fc<fﬂpd9>d(p,t)=2ﬂfcpd(p,t)-

Per calcolare questo integrale utilizziamo nuovamente il teorema di Tonelli. Si ha
(p,t)€C seesolose t €[—3,3] e p€ ]O, V1+1t2 ] , pertanto

st ha

C = 10, vV1+22], sete[-3,3],
, se t ¢[—3,3].

Quindi

3 Vi2+1 3 1 241 3
sz pd(p,z):sz <f pdp)dt:Zﬂ:J [-pZ] dt:ﬂ:J (1) dt =
C —3\Jo L2701y 3

I
=7 gt +t| =n(9+34943)=24r.
-3
1.5.55 Esempio. Calcoliamo

f (2 +97)d(x.7,2),
A

con
A{(x,y,z)G]R3|x2+y2§4, x2+y2—|—22§9}.
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TN

Figura 1.5.14
Il dominio di integrazione dell’esempio 1.5.55 (a sinistra) e 'insieme C ottenuto dopo
’applicazione del teorema di Tonelli (a destra).

L'insieme A e chiuso, quindi € misurabile, la funzione integranda € continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori non negativi.

Effettuiamo un cambiamento di variabili utilizzando le coordinate cilindriche introdot-
te nell’esempio 1.5.53. Poniamo quindi

®: R x 10,27 xR - R?, ®(p,0,t)=(pcosl,psinb, t).

Siha ®(p,0,t)€ A, se e solo se p? cos’d —I—psin2(9 <4 e p?cos’d —I—psin2<9 +1t2<9, cioé
/02 <4e /02+t2 < 9. Pertanto

o' (A)={(p,0,r) ERT x 10,27 x R| p <2, p* +1* <9}.

Indicato con B tale insieme si ha
[ 2= ppdietin.
A B

Calcoliamo questo integrale utilizzando il teorema di Tonelli 1.5.17. Dalla definizione
di B risulta evidente che, fissati p e t ¢ semplice determinare i ¢ tali che (p,0,¢) € B.
Infattise p€10,2] e p?+t2 <9, allora (p,0,¢) € B se e solo se 8 €10,2n[ , mentre se p
e t non verificano tali disuguaglianze, allora, qualunque sia &, (p,0,t) ¢ B. Pertanto,
posto
C:{(p,t)€R+xR|p§2, p2+t2§9},
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L p’d(p,0,1)= fcqohﬁd@) d(p,t)= Zﬂfc P d(p,1).

Per calcolare questo integrale utilizziamo nuovamente il teorema di Tonelli. Si ha

(p,1)€C seesolose p€10,2] e p?+ 1?2 <9,cloe —4/9—p? <t <4/9—p?, pertanto

{[_\/9_/02’ \/9—,02], se p€10,2],

J, se p¢10,2].

st ha

C, =

Quindi

2, /907 2
an p3d(p,t):2nf <f /OSdt>d/O:47Tf 0> V9—p2dp.
c 0 \J_ /92 0

Effettuiamo la sostituzione s = 4/9— p?, da cui si ricava p = ¢(s) = v9—s2, ¢'(s) =
—s/v/9—s2. Quindi si ha

2 V5 3
47 39— p2d :47'CJ 9—s? 3/zs_—sa,’s :47':[ 952 —sMds =
JOP V9—p?dp 3 (9—s7) o ﬁ( )
3

1 3° 162
:4n[3s3—§s5] :4n<34—?—15\/§+5\/§>:4n<T—1o\/§>. <
NG

1.5.56 Esempio (coordinate sferiche). Come nel caso del piano (v. esempio 1.5.50), un
punto dello spazio puo essere individuato conoscendo la sua distanza dall’origine e la dire-
zione della semiretta che esce dall’origine e passa per il punto. Indichiamo con p la distanza
del punto (x,y,z) dall’origine.

Per individuare una direzione nello spazio sono necessari due angoli. Ad esempio una se-
miretta ¢ individuata conoscendo il semipiano di origine I’asse z che la contiene e ’angolo,
contenuto in tale semipiano, tra la semiretta e il semiasse positivo delle z.

Indichiamo con con @ la misura in radianti dell’angolo convesso formato dal semiasse
positivo delle z e dalla semiretta uscente dall’origine e passante per il punto.

Per individuare un semipiano di origine I’asse z ¢ sufficiente conoscere la sua interse-
zione con il piano (x,y), che ¢ la semiretta uscente dall’origine passante per la proiezione
del punto (x,y,z) su tale semipiano, cioe per il punto (x,y,0). Indichiamo quindi con ¢
la misura in radianti dell’angolo formato dal semipiano di origine ’asse delle z contenente
il semiasse positivo delle x e dal semipiano di origine ’asse delle z contenente il punto.

Se (x,y,z) dista p dall’origine ed ¢ contenuto in una semiretta uscente dall’origine e che
forma un angolo di ampiezza & con il semiasse positivo delle z, allora z = pcos@. Inoltre
la proiezione del punto sul piano (x,y) dista psin@ dall’origine, quindi, considerando le
coordinate polari nel piano (x,y), risulta x = psinfcosp e y = psinfsing.

Poniamo quindi

®: R x 10, [ x 10,27[ — R?, ®(p0,0,9)=(psinbcosp, psinFsing, pcosl).
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Figura 1.5.15

Il punto (x,y,z) del piano cartesiano ha
coordinate sferiche (p,0,¢), dove p ¢ la
distanza del punto dall’origine, & ¢ la mi-
sura in radianti dell’angolo tra il semiasse
positivo delle z e la semiretta uscente dal-
Porigine e passante per il punto e ¢ ¢ la
misura in radianti dell’angolo tra il semias-
se positivo delle x e la semiretta uscente
dall’origine e passante per la proiezione del
punto sul piano (x,y), procedendo in sen-
SO antiorario.

Le considerazioni geometriche fatte assicurano che @ ¢ iniettiva; cio pud anche essere
provato per via analitica. Siano (o,0,,9,),(02, 0, ¢,) € Rt x 10,7[ x 10,27[ tali che

®(p1,01,91) = ®(05,0,,9,), cioe

psind, cosp, = p,sinb,cos ¢,

pysind;sing, = p,sinb,sing,,

pcost, = p,cost,.
Pertanto

p1sin’6, cos’g, + p1sin’f, sin’ @, + pcos’d, =
= p3sin’6, cos’ g, + p3sin’0, sin*p, + p3 cos*0,,
quindi p] = p3, da cui segue p; = p,, perché p;,p, € RT. Allora si ha cosf, = cost,,
pertanto ¢, = 0,, perché 0,,0, € 10, [ e la funzione coseno ¢ iniettiva in tale intervallo.
Da qui segue cos g, = cosg, ¢ sing; =sing,, quindi ¢, = ¢,, perché¢ ¢, 9, € 10,27[ .
Percio @ ¢ iniettiva.
Dalle considerazioni geometriche segue che 'immagine di ® ¢

O:RS\{(x,O,z)|x€[O,+oo[, z€R}.

Proviamo questa uguaglianza anche per via analitica. Evidentemente 'immagine ¢ inclu-
sain O. Sia (x,y,z)€ O; determiniamo (p,0,¢) € Rt x 10, [ x ]0,27[ tale che risulti
(psinBcos g, psinbsing, pcost) =(x,y,z). Deve essere

x> +y? + 27 = p*sin’O cos’p + p sin’ G sin’p + p® cos’d = p?,
quindi p = 4/x?+y% 4 z2. Pertanto risulta

< - ; > , z >: (sin @ cos ¢, sin G sin g, cos 0).
\/xz + 92 4 22 \/x2+y2+zz \/x2+y2+zz

(1.5.9)
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Deve quindi essere 6 = au’ccos(Z/Vx2 + 9?2 —|—22>. Notiamo che, poiché (x,y,z) € O,

non puo essere x =y =0, pertanto z/4/x2+y2+2z2# +1, quindi 0 #0 e 0 # 7, cioe
6 €10, [ . Da qui segue

2 24 a2
sin@:\/l—coszez\ll— z :\J Xty

x2 492 + 22 x24y2 422’

quindi dall’equazione (1.5.9) segue

x x2 +y?
= cos@,
Vx24y?4 22 \ 2 ty2 422
X x2 4?2
= cos@,
/X242 + 22 \x2+y2—|—22 4

cioe cosp =x/y/x2+y2, sing =y/4/x2+y2. Poiché (x/\/x2+y2,y/\/x2+y2> appar-

tiene alla circonferenza unitaria, 39 €[0,27[ che verifica queste equazioni. Se fosse ¢ =0,

si avrebbe x = 4/x2 472 cosO=4/x2+9y2>0 e y = 4/x2+»2 sin0=0, contro I'ipotesi

che sia (x,y,z) € O. Pertanto ¢ € ]0,27][ .
Quindi @ ¢ biunivoca da R* x 10, [ x ]0,27[ su R?\ {(x,O,Z) | x € [O,—I—oo[} :
Evidentemente ¢ diclasse C!, calcoliamo il determinante della matrice jacobiana. Si

ha, V(,O, g, Q)€ R* x ]0, [ x ]0,2x[,

sinfl cosp  pcost cosp —psinf sing
det Z5(0,0,9)=det| sinfsing pcosOsing psinbcosg |=
cos@ —p sin& 0

— cos O det <p cost) cosp —psind sin 90> + osinfdet <sm<9 cosp —psinfsin go>
pcosfsing  psint cosy sinfsing  psint cos g

=cost pcost psinfdet <9osga —smgp) + psin @ sin 0 psin @ det <C.OS§9 —smgp> —

sing  cos sing  cosg
= p2 sin®@ cos*6 —I—psin3(9 = /02 sinf.
Pertanto, Y(p,0,¢)€ 2(®), det Z5(0,0,¢)#0, quindi @ ¢ un diffeomorfismo. <

1.5.57 Esempio. Calcoliamo la misura di

A={(x,7,2) ER’|x* +)* + 27 <16, 2> 1/x2 +y2}.

L'insieme A ¢ chiuso, quindi ¢ misurabile.
Per calcolare p(A) possiamo calcolare [ L 1d(x,y,2).

Effettuiamo un cambiamento di variabili utilizzando le coordinate sferiche introdotte
nell’esempio 1.5.56. Poniamo quindi

®: R x 10, [ x 10,27] - R?, ®(0,0,¢)=(psinblcosp, psinfsing, pcosH).
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Siha ®(p,0,0) € A, se esolose p? <16 e pcosl > \//ozsinzﬁcoszgo +pzsin2(95inzgo,
cio¢ p <4 e pcost >4/ p? sinf. Siha sin@>0 e e >0, quindi la seconda condizione

equivale a pcost > psinf, cioe a cotd > 1, pertanto ¢ verificata per ¢ < 7r/4. Pertanto

&1(A)=10,4] x ]o, %] x 10,27 .

Indicato con B tale insieme, per il teorema di cambiamento di variabili 1.5.45, si ha

f 1d(x,y,z):J o*sinfd(p,0,9).
A B

Quindi, applicando due volte il teorema di Tonelli 1.5.17, si ottiene

f p*sinfd(p,0,¢)=
B

r‘4 /4 2
) <f <J pzsin9d99>d<9>d/o:
0 0 0

4/t 4 .
<J anz sin@d(9> dp= f [—27‘:,02 cos (9]5;(7;/4 dp=
0 0

64(2—+/2)
3

(‘4 4
Js (2—\/5)%,0261/0:[(2—\/5)71'%/03]0: — 7. 4

Figura 1.5.16

I domini di integrazione degli esempi 1.5.57 (a sinistra) e 1.5.58 (a destra).
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1.5.58 Esempio. Calcoliamo
J 22d(x,9,2),
A

con
A:{(x,y,z)€R3|x2+y2+zz§4, x+y§0}.

L'insieme A e chiuso, quindi € misurabile, la funzione integranda € continua, quindi &
misurabile, ed ¢ a valori non negativi.

Effettuiamo un cambiamento di variabili utilizzando le coordinate sferiche introdotte
nell’esempio 1.5.56. Poniamo quindi

®: R x 10, 7[ x 0,27 — R?, ®(p0,0,0)=(psinlcosp, psinFsing, pcos ).
Siha ®(p,0,9) € A se e solo se /o2§4 e psinfcosy + psinfsing < 0. Poiche¢ p>0 e

sin@ > 0, la seconda condizione equivale a cos¢ +sing <0, cio¢ (3/4)r < ¢ < (7/4)r.
Pertanto

& 1(A)=10,2] x 10, [ x B 7'5,27‘5].

Indicato con B tale insieme, per il teorema di cambiamento di variabili 1.5.45, si ha

f z22d(x,y,z2) :f (pcos@)zlozsin@d(p,é),ga):f o’ cos’Gsin0d(p,0,¢).
A B B

Quindi, applicando due volte il teorema di Tonelli 1.5.17, si ottiene

2 T 74~
f 0’ cos@sin@d(p,@,gp):J <J <f 0’ coszﬁsinﬁdgo)d@) dp=
B o Mo \J@jayn

2 T 2 T O=n 22
:f <f np3cosz<95in(9d<9>dp:f [——p3cos3<9] d/o:f —np3d/o:
o \Jo 0 3 6=0 0o 3

1 S
:|:—7'C/O4:| = —T7T. 4
6 o 3

1.5.59 Esempio (coordinate polari in R”). Generalizziamo le coordinate polari in R?
(v. esempio 1.5.50) e le coordinate sferiche in R? (v. esempio 1.5.56) a R”.

Per 7> 2 definiamo per induzione la funzione F"): R” — R” come segue:

F(z)(,o, 0)=(pcost,psinb),

F"(p,6,,6,,...,6
F].(n+1)(/o,(91,(92,...,<9n)= F"(0,0,,0,,...,0
F(0,0,,0,,...,0

0,-1), se j=1,2,...,n—1,

Ly)cosl . se j=mn,
_sin@ ., se j=n+1.

¥ n
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Si ha quindi
F(ln)(lo, 0.,05,...,0,_1)=pcost,,
0

F(Zn)(/o,é’l,é)z,..., n1) = psint; cost,,

Fiﬁl(paelaeza---,en_l>:/OSinel Sin@z---cosﬁn_l,
F(nn)(/o>91>92>---:(9n_1) =psind, sint,---sinf,_,

Se n > 2, elevando al quadrato e sommando le ultime due uguaglianze si ottiene

( nl( 91,(92, 0 1)) <F(n)(/0a‘91>‘92a ‘9n 1))2:

<F;§n1 (0,010;...,0, )) cos*d,,_ 1+< (P>‘91a‘92a 9n—2)>25in2(9n—1 =
= <an 11 (,0,,0,,...,0,_ ))
(1.5.10)
Proviamo, per induzione, che se 7 >2, allora si ha
S (E 0,618 8, ) =6
i=1
Per n =2 st ha
2
D (FP(0,6))" = (pcos,) +(psin b, = p”.
=1
Se 'uguaglianza ¢ verificata per 7, allora, per "'uguaglianza (1.5.10), si ha
n+1 (1) 5
Z( "’ (P"91"92’ 0 )) =
1=1
_Z (ﬂ+1) . ,(9”)>2-I—<F,gn+1)(/0,<91,<92,---,(9”)>2-|—
1=1
+(FU(0,6,,6,...,6,)) =
n—I1
=>(F"(0,0,,0,,....6,_)) +(F(0,6,,0,,....6,_)) =
i=1
= S E 0,00,y 0, ) = -
1=1
Pertanto si ha
IF™(0,0,,0,,...,0,_)||=p- (1.5.11)

La funzione F™ ¢ di classe C®° . Proviamo, per induzione, che, Y(p,0) e R x R*,
si ha

det _Zro( e 11_[sm” = 1(9 (1.5.12)

dove, nel caso 7 =2, si intende che il prodotto per j da 1 a 0 ¢ ugualea 1.



1.5. Calcolo degli integrali 121

Per n =2 abbiamo gia dimostrato I'uguaglianza nell’esempio 1.5.50.
Supponiamo che I’equazione (1.5.12) valga per 7 e proviamola per 7+ 1. Dalla defi-

nizione di F"*1 | sviluppando il determinante rispetto all’ultima colonna, risulta

deth(nH) =
(n) (n) (n)
ek ) o ) rt )
D, F| D, F{ D, F 0
— det . . . . : _
n) (n) (n)
D", Dy F™ o Dy EY, 0
DPF,YZ) cos@, Dy, F" cos 0, - Dy F\" cos g, —F"sin g,
DPF,S”) sind, D F™sin g, Den_lF,S")sin g, F™ cos g,
(n) (n) (n)
DpFl( ) i Fl( ) o Fl( )
D,F{ Dy F{ D, F
= F,s ) sin 6 det : +
P n—1 61 n—1 9n 1 n—I1
D F,Sn) sind, Dy F,Sn) sinf, -+ Dy F,Sn) sin 6
P n 1 n n—1 n
(n) (n) (n)
O asts
D,F| D F| D, F
+F" cos 6 det —
(n) (n) (n)
D,an—l Déan—l o D&,,_l Fn—l
DPF,En) cos@, DQIF,gn) cost, -+ Dy F" cos,

= F,sn) sin’ 0, det Zro + F,ﬁ”) cos’ 0, det Zrm = F,ﬁ”) det %) =

n—1 n—2 n—1
_ | | : o n—1 | | con—j—1 _: S n | I son—] '
—/O | 511'1(9]/0 | Sin 511'1(9]—IO Sin Sll’l(9].
1=1 1=1

j=1

Pertanto I'uguaglianza (1.5.12) vale per n+1.

Dimostriamo, per induzione, che la restrizione di F a R* x 10, 7["2 x ]0,2x][ ¢
iniettiva, dove, nel caso 7 =2, con R™ x ]0,z[*2 x ]0,2x[ intendiamo R x ]0,27[ .

Per n =2 cio ¢ gia stato dimostrato nell’esempio 1.5.50.

Supponiamo che la restrizione di F) sia iniettiva e dimostriamo che la restrizione
di F*Y ¢ inettiva.

Siano (p,0),(0,9) € R x 10,7["~! x 10,2x[, tali che F"™(p,0)=F"*V(q,0).
Alloraper j =1,2,...,n—1,si ha

F]‘(n)(/o’el""’en—l) :F]'(n—’_l)(/o’@l""’en) :F;Hl)(a’%’---’%) :F]'(m(aa%w--:@n—l)-
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Inoltre, per I'uguaglianza (1.5.10), si ha

<F,§n)(,0, O, (9”_0)2 <F,§n+1)(,0, 0,,0,,..., (9n)>2 + <F7§:Z_—|1—1)(,0, 0,,0,..., (9,1))2 =
= (F;gn+1)(0s Pr>Pare-es %))2 + <Fr(lj-_{1—1)(0-’ P1>Pose-v> gpﬂ)>2 = (F,gn)(O', Proeees gpn_l)>2;

poiché p,0 e R" e ‘9;" 9; € 10, [, per j =1,2,...,m—1, si verifica facilmente che risulta

F,E”)(,o, 6,,...,6,_)>0e F"o, @10, 1) >0, quindi dall’uguaglianza tra i quadrati
segue

ES 0,61 ,0, ) = F{ (0,015 0,1).

Pertanto

F(n)(lo’ 91" : "(9;1—1) :F(ﬂ)(o.’ gpl""’gpn—l)’

quindi, per ipotesi induttiva, sitha p =0 e (9]~ = ¢;, per 7 =1,2,...,n—1. Quindi dalla

definizione di F"*V segue

F,sn)(lo, O5...,0 _)cosl = F,sn)(,o, 0,,0,,...,0, )cosg,,
F,ﬁ”)(,o, O...,0 _)sinf = F,sn)(/o, 0,,0,,...,0, )sing,,
pertanto cos@, = cosg, e sinf, =sing, , percio 0, = ¢, . Questo prova I'iniettivita

di F»+1)

Dimostriamo che
FO(RY x 10, n[" 2 x 10,27 ) =R"\ {x €R" |x, =0, x,_; >0}.
Sia (p,0) € R* x 10, n[" 2 x 10,27 tale che
F,ﬁ”)(p, 0)=psint, sinf,---sind,_, =0.

Poiché p >0 e sin<9]- >0, per j=1,2,...,n—2,sihasind ,=0,quindi §, ,=7.
Allora cos@,_, =—1, quindi

F}Ez)l(/o, 0)=psint, sind,---sin0,_, cost, , <0.
Pertanto F")(p,0) ¢ {x € R"|x, =0, x, , >0}, quindi
F(RT x 10,7["% x 10,2n[) CR”\ {x €R"|x, =0, x,_; >0}.

Dimostriamo per induzione I'inclusione inversa.

Per n =2 ¢ gia stata dimostrata nell’esempio 1.5.50.

Supponiamo che vi sia I'inclusione per 7. Sia y e R**'\ {x e R"*!|x, , =0, x, >0}.
Poniamo z = 4/y; + .., ; poiché¢ almeno uno tra y,, ey, ¢diverso da 0, risulta z > 0.
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Allora, per ipotesi induttiva, (y;,%55-..,Y,_1,2) € F(”)<]R+ x 10, ["7% x ]O,Zn[) , quindi
A(p,0) € RT x 10, 2[*7% x 10,27[ tale che F™(p,0)=(7,,95,--,¥,_1>2). In particolare

F,E”)(p, 0)=psint, sind,---sin0, ,sinf, ,=z>0.

Poiché psin®; sinf,---sinf,_, > 0 si ha sin0,_; > z, quindi §,_, € ]0,7[. Inoltre
((0,/2)* +(3,14/2)?) =1, quindi 30, €[0,27] tale che cost, =y, /z e sin0,=y,,,/z.
Non puo essere ¢, = 0, perché si avrebbe y, > 0 e y,,, = 0; percio 0, € 10,2x[.
Evidentemente

psint sind,---sin0,_, cosl, —Zyzn =Yy
. . . . Ynt1
esint, sin@,---sin0, ,sinf, =z n; = Vntt-

Abbiamo cosi determinato (p,6) € R* x 10, z[*~! x 10,27[ tale che F"+V(0,6) = y.

Pertanto

RVH—l \ {x eRrH—l |xn+1 — O, X, Z o} g F(n+1)<R+ X ]0,7'[[”_1 % ]O,ZTC[).

Abbiamo cosi provato che la funzione F ¢ biunivoca da R+ x 10, z[*~2 x ]0,2x[ su
R”\ {x e R"|x, =0, x,_, > 0}; tali insiemi sono evidentemente aperti. Tale funzione ¢ di

classe C! con

det Zr(p,0)=p"" 11_[sm” 1= 1(9

che & diverso da 0 in RT x ]0,z["2 x ]0,27[, perché la funzione seno non si annulla
n 10, 7[ . Pertanto la restrizione di F") a R* x ]0,7["2 x ]0,27[ ¢ un diffeomorfismo.

L'immagine del diffeomorfismo ¢ R” privato dell’insieme {x € R”|x, =0, x, _, >0}.
Tale insieme ha misura nulla, perché ¢ contenuto nell’iperpiano {x € R”|x, = 0}, che ha
misura nulla (v. esempio 1.2.6); pertanto ¢ irrilevante per il calcolo di integrali. Quin-

di questo cambiamento di coordinate puo essere utilizzato per il calcolo di integrali in
tutto R”. <

1.5.60 Esempio. Utilizziamo le coordinate polari in R”, studiate nell’esempio 1.5.59, per
determinare la misura di una sfera di R”, gia calcolata utilizzando direttamente il teorema
di riduzione nell’esempio 1.5.12.

Per n €N\ {0,1} e R€R™ poniamo
S,z ={xeR"|||x]| <R}.

Per calcolare la misura passiamo in coordinate polari, cioé utilizziamo il cambiamento di

variabili introdotto nell’esempio 1.5.59. Per la precisione utilizziamo la restrizione di F
a Rt x 10, 7[ x ]0,27[ , che € un diffeomorfismo su R”\ {x e R”|x, =0, x,_, >0} . Tale
insieme non contiene S, r ; tuttavia, posto

B={xeR"|x,=0,x, >0},
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siha u(B)=0, quindi
,u(SnR):f ldx:f ldx.
) S R SnR\B

7,

e S,z \ B ¢ incluso nell'immagine di . Pertanto, per il teorema del cambiamento di
variabili 1.5.45,

uS,p= | rdx=| et S (0. 6)] ()
& \B (F)=1(S, £ \B)

Per (p,0) € R* x]0,7["?x]0,2n[ siha F")(p,0) €S, \B seesolose |[F™(p,0)|| <R
e, per 'equazione (1.5.11), cio equivale a p < R. Inoltre, per I'equazione (1.5.12), si ha

det_Zpo(p,0)=p"" 1l_Ism —I= 1(9

Pertanto

n—2
‘u(SnR):f pn_ll_[sin”_j_lﬁj d(p,0).
’ J0,R]x 0,72 x0,27]

j=1

Applicando pit volte il teorema di Tonelli 1.5.17 e ricordando I'osservazione 1.5.19 si ha

n—2
f "_11_[sin”_]_1(9j d(p,0)=
10,R]x10,7[#—2x]0,27[ j=1

2 n—2
f f f f " 11_[sm”_j_1(9jd@n_lden_z---d@ld/o:

n—2 27
:f p”_ldpl_[f sin"_j_lejdejf 1d6
0 i=1J0 0

Posto, per j EN, I, = o sin’@d 6, Iintegrale risulta uguale a

R n—2 2 n—2
e ] Lle2m =m0
]:
pertanto
2 n—2
S »)= ;nHIjR”.
J=1

Si verifica facilmente che [y =7 e I; =2. Se j > 2, integrando per parti si ha

I]-:fO sinj(9d<9:[—sinj_1(9 cos@]g—I-Jo (j —1)sin’ 726 cos’0df =
] ]

= Jn(j—1)sinj_2(9(1—sin2<9)d<9 :(j—l)Jn(sinj_zﬁ—sinje)dﬁ =(—-1D){._,—1);
0 0

pertanto [, = <(] — 1)/j>]]~_2
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Quindi st ha
1 1 3 1-3

e si prova facilmente per induzione che se j € pari si ha

jl?
[_EL—QL—ln. (1.5.13)

S § et

Inoltre

2 2 4 2.4
L=-1=-2, LL=—-L=—-2,
373173 T 537 3.5

e si prova facilmente per induzione che se ; ¢ dispari si ha

211 (= 1)/7-(21)

I = : (1.5.14)
] 1 2 .
1V 2 2i—1)

Proviamo, per induzione, che, posto, per n € N\ {0,1},
2(n+1)/2 ﬂ(n—l)/Z

n+1)/2
R RUSERRCIE)
n 271/2 n/2

14e)

s di .
, se m e disparl,

se n ¢ pari,
risulta
-2
2 n
—7'z:| |]~:C
n L1
J=1

Per n =2 si ha (2/71)7':1_[7;12]]- =rne

quindi vale 'uguaglianza.
Supponiamo ora che valga per 7. Allora

ﬂl_[]] = ; n_|-]_ ﬂl_[]j]n—l = n—_l_l]n_lcn.

n+1 =1 =1

Se n e dispari, quindi z—1 € pari, allora, per I'ipotesi induttiva e per I'uguaglianza (1.5.13),
si ha

i " H(n 1>/2(2z 1) 2(+1)/2 (n=1)2 2(n+1)/2 (n+1)/2

n—1n —

. — =C ..
n—1)/2 n+1)/2 /1~ - n+1)/2 /4 - n+1
R § R CO NN § HARCT R VR § el el)

n—+1
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Se n ¢ pari, quindi 7—1 ¢ dispari, allora, per I'ipotesi induttiva e per I'uguaglianza (1.5.14),
si ha

n ; " zngi—ll)/z(zl') 27/2 12 2(n+2)/2 -n[2 c
g n—ln T nJ2 72 0 1 (142))2, = Vil
71 n+ 1 ITAei—1) TIA@) I Pei-1)

Abbiamo cosi ottenuto nuovamente il risultato dell’esempio 1.5.11. <



SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

2.1 SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI DI TIPO GENERALE

In questo capitolo studiamo successioni e serie di funzioni, cioe successioni e serie 1 cui
termini sono funzioni.

Come per le successioni e le serie in R studiate finora (che, per evitare malintesi, chia-
miamo “successioni numeriche” e “serie numeriche”) si puo definire la convergenza di una
successione o di una serie di funzioni, ma in questo ambito risultano utili diversi concetti
di convergenza, che hanno proprieta pit 0 meno buone.

Tra le serie di funzioni rivestono un particolare interesse le serie di potenze, che sono
studiate in modo naturale in ambito complesso. Per questo motivo studiamo in generale
funzioni definite in un sottoinsieme di C a valori in C. Poiché R C C anche le funzioni
reali di variabile reale rientrano in questa tipologia di funzioni.

Nel seguito studieremo la continuita di funzioni da sottoinsiemi di C a C e le deri-
vabilita di funzioni da intervalli di R a C. In questo ambito identifichiamo C con RZ,
consideriamo quindi continuita e derivabilita secondo le definizioni date in R?.

2.1.1 SUCCESSIONI DI FUNZIONI

In questo capitolo, dati due insiemi non vuoti A e B, indichiamo con Z (A, B) I'insie-
me delle funzionida A a B.
Ricordiamo che chiamiamo successione in un insieme E ogni funzioneda N a E.

Definizione di successione di funzioni

Sia A C C. Chiamiamo successione di funzioni una successione in % (A,C).

Sottolineiamo il fatto che tutti i termini di una successione di funzioni hanno lo stesso
dominio e lo stesso codominio.

Ovviamente si possono considerare anche successioni di funzioni piu generali, con do-
minio e codominio non necessariamente contenuti in €, ma in questo capitolo ci limitiamo
a questa situazione.

Studiamo la convergenza di una successione di funzioni.
Data una successione (f,),oy in Z(A,C), ogni x €A individua la successione nume-
rica (f,(x)), .- E naturale studiare la convergenza delle successioni cosi ottenute. Otte-

niamo cosi la piu semplice nozione di convergenza per una successione di funzioni, che
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precisiamo nella seguente definizione. In questa definizione distinguiamo I'insieme di con-
vergenza dal dominio dei termini della successione, percheé ci si trova frequentemente nella
situazione in cui ¢’e convergenza solo in un sottoinsieme del dominio dei termini.

Definizione di successione di funzioni convergente puntualmente

Siano ACC, BCA e (f,),ey unasuccessione in #(A,C). Diciamo che (f,),cy

converge puntualmente in B quando, Y& € B, la successione (f, (b)) _ converge.

eN
In tal caso, posto

f:B—>C, f(x)= lim f (x),

n——4o00

diciamo che la funzione f ¢ il limite puntuale di (f),),oy in B.
Quando (f,),cy converge puntualmente in A, diciamo che (f),),oy converge
puntualmente.

\ J

2.1.1 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f,),cy» con

f,:R->R, f(x)=x".

Sappiamo che
=+o0, se x> 1,
_ . =1, se x =1,
nkr—{l:loox =0, se —1<x<1,

non esiste, se x <—1.

Pertanto la successione (f,),oy converge puntualmente in ]—1, 1] alla funzione

0, sexel-1,1],

: =1,1 R = |
\2
14
—1 /5 1
f
7
fi Figura 2.1.1
La successione di funzioni (f,,), oy studia-
ta nell’esempio 2.1.1.
In rosso la funzione limite puntuale della

successione.
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2.1.2 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f,),cn- > con

neN*

f:R—R, fn(x):,/xzqué.

. 1
lim x2+ — =vx2=|x|.
n

n——+o0o

Stha, YxeR,

Pertanto la successione (f,),on converge puntualmente alla funzione valore assoluto. <«

>

/i Figura 2.1.2
£ La succession.e di funzioni (f,),cy. studia-
S ta nell’esempio 2.1.2.
In rosso la funzione limite puntuale della
successione.

2.1.3 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f,),cx- > con
f,:R->C, 1, (x) =exp(2nmix).

Se x € Z siha, Yn e N*, f (x)=1, quindi lim,_  f,(x) =1. Se x ¢ Z, allora,
Vn eN*,siha

|fr1 () =1, (%) = |eXP(2(n + l)m'x) —exp(2nmix)| =
= |exp(2n7'cix)exp(27'cix)—exp(Znﬂ:ix)| =

= |exp(2nmix)||exp(2mix)— 1| = |exp(2mix)—1|.
Pertanto

lim [, ()~ £,(6)| = Jesp(2reix) — 1] £0.
Se ( fn(x)>n€N fosse convergente tale limite sarebbe uguale a 0, quindi la successione non
converge.

Pertanto (f,),cy converge puntualmente in Z alla funzione identicamente nulla. <

Osserviamo che 1 termini della successione studiata nell’esempio 2.1.1 sono le funzio-
ni x — x”, tali funzioni sono continue, mentre la funzione limite puntuale vale 0 in
]—1,1[ evale 1 in 1, quindi non € continua in 1. Pertanto la convergenza puntuale di una
successione di funzioni continue non assicura la continuita della funzione limite.

Risulta utile definire un tipo di convergenza piu restrittiva della convergenza puntuale,
che assicuri che, passando al limite, si conserva la continuita.
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Im £ (x) Im f(x)
Re f(x) Re f(x)
i
Figura 2.1.3

La successione di funzioni (f,),cy- studiata nell’esempio 2.1.3. Da sinistra a destra le fun-

zioni fy, f1 e /5.

Definizione di successione di funzioni convergente uniformemente

Siano ACC, BCA, (f,),en unasuccessione in Z(A4,C) e f: B— C. Diciamo
che (f,),cy converge uniformemente a / in B quando

nETwsup{|ﬁl(x)—f(x)| |x€B}=0.

Quando (f,,),cn converge uniformemente in A diciamo che (f,),oy converge
uniformemente.

\ J

Osserviamo che la richiesta che sia sup{| f(x)—f(x)||x € B} — 0 sottintende il fat-

to che, almeno definitivamente rispetto a 7, tale estremo superiore sia reale, cioe che le
funzioni f, — f siano limitate in B.

2.1.4 Teorema

Siano AC C, B C A, (f,),ey una successione in Z(A,C) e f:B — C. Se
(f,,)nen converge uniformemente a f in B, allora (f,),cy converge puntualmente
afinB.

DimostrAzZIONE. Poiché, Vb € B, si ha

|1.(5)— f(B)] < sup{|f,(x)— f(x)| |x € B} ——0,

n—-+00

allora, Vb € B, risulta lim,_,, |f,(b)—f ()| =0, quindi (f,),cy converge puntualmen-
tea f in B. n

2.1.5 Osservazione. Per definizione la successione (f,,), oy converge uniformemente a f
in B se e solo se

VeeR", In, eN: VneN, n>n, = sup{|f,(x)—f(x)||x€B} <e.

Se sup{|f,(x)—f(x)||x € B} <, allora, Yx € B, si ha |f,(x)— f(x)| < ¢; viceversa se,
Vx€B,siha |f,(x)—f(x)| <e,allora sup{|fn(x)—f(x)| | x EB} <& < 2¢. Pertanto la
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definizione di convergenza uniforme equivale a

VeeRY,In,eN: VneN, n>n, = VxeB, |f,(x)—f(x)<e,
cioe

VeeR",In,eN: VxeB,VneN, n>n. = |f(x)—f(x)|<e.

La definizione di convergenza puntuale in B ¢ invece
Vx€B,VeeR",3In,eN: VneN, n>n, = |f,(x)—f(x)|<e.

Risulta quindi evidente che, quando si ha convergenza puntuale, in corrispondenza di ogni
x € B viene scelto un 7_, mentre se ¢’¢ convergenza uniforme la scelta di 7, viene fatta
indipendentemente da x ; questa € una richiesta piu restrittiva. <

Figura 2.1.4

Sia (f,),cy una successione di funzioni
reali che converge uniformemente a f; al-
w lora, fissato ¢ € R, definitivamente il gra-
ficodi f, ¢ compresotrail graficodi f—e¢
e quello di f + ¢ (parte di piano in bian-
o).

La convergenza di una successione numerica ¢ equivalente al fatto che la successione
verifichi la condizione di Cauchy; una condizione analoga vale per la convergenza uniforme.

Definizione di condizione di Cauchy'® uniforme

Siano ACC, BCA e (f,),ey unasuccessione in .7 (A4, C). Diciamo che (f,,),,cy
verifica la condizione di Cauchy uniforme in B quando

VeeR", In,eN: Yn,meN, n,m>n, = sup{|f,(x)—f,(x)||x€B} <e.

2.1.6 Teorema (sulla condizione di Cauchy uniforme)

Siano A C C, B C A e (f,),ey una successione in Z(A,C). La successione
(f,)nen converge uniformemente in B se e solo se verifica la condizione di Cauchy
uniforme in B.

0L condizione prende il nome da Augustin-Louis Cauchy (Parigi, 1789 - Sceaux, Francia, 1857) per analogia
con la corrispondente condizione per le successioni. Cauchy diede grandi contributi allo studio dell’analisi, dove
introdusse un maggior rigore rispetto a quanto era abituale a quei tempi.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che (f,,),cy converga uniformemente in B esia f: B —C
la funzione limite. Fissato ¢ € RT, sia 7, € N tale che, Y7 € N con n > n_, risulta

sup{|/,(x)—f(x)||x € B} <. Allora, se m,m >n,_,siha, Vx €B,

|fu(0) = fn (O] < [£,() = F ()] + | (x) = £, (x)] < suplf, — f | +suplf — £, < 2¢.

Quindi ¢ verificata la condizione di Cauchy uniforme.

Viceversa, se ¢ verificata la condizione di Cauchy uniforme, allora, Vx € B, la suc-
cessione numerica ( fn(x)>neN ¢ di Cauchy, quindi converge. Indichiamo con f(x) il
limite.

Proviamo che (f,),cy converge a f uniformemente. Fissato ¢ € RY, sia n, € N tale
che, Vn,m € N tali che n,m > n_, si ha sup{|fn(x)—fm(x)| |x EB} <e. Allora, se
n>n_,siha, Vx€eB,

) =f (@)= lim |£,(x)—f,(x)| <e.

m——+00
Quindi ¢ anche sup{ 1/, (x)—f(x)||x € B} < ¢. Pertanto la convergenza ¢ uniforme. H

2.1.7 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f),) con

fiRSR,  fx)=x",

neN »

gia studiata nell’esempio 2.1.1. Abbiamo visto che la successione converge puntualmente
in ]—1,1] alla funzione

0, sexel-1,1[,
1, sex=1.

[l =R, f(x)=

Si ha
|x|", se xe]-1,1],
0

|fu(x) = f ()] Z{

R se x=1.

Pertanto
sup{|/f,(x)— f (x)| | x € ]=-1,1]} =sup{|x|" | x € -1, 1[} =1,

quindi la convergenza non ¢ uniforme.
Studiamo la convergenza di questa successione in un insieme diverso. Sia » € ]0,1[ ; si

ha
sup{[f,(0) (o) | ¥ €L, 7]} = sup{ e’ | x €[, ]} = .

Poiché lim,_, " =0, la successione (f,,),cy converge uniformemente in [—7,7]. <

2.1.8 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f,),,cy. » con

foReR,  f= e

gia studiata nell’esempio 2.1.2. Abbiamo visto che la successione converge puntualmente
in R alla funzione valore assoluto.
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Siha, YxeR e Yn eN*,

1 11 1\’
x2§x2+—§|x|2+2|x|—+—=<|x|+—> ,

n? n  n? n
pertanto |x| < f,(x) <|x|+(1/n), cioe 0< f (x)—|x| < 1/n. Risulta percio

sup{|fn(x)—|x|| |x€R}§ 1/n——0;

n—-+00

pertanto sup{ |/, (x)—1x|||x € ]R} — 0, quindi la convergenza ¢ uniforme. <

Abbiamo visto che una successione di funzioni continue puntualmente convergente
puo avere limite discontinuo (v. esempio 2.1.1). Invece la convergenza uniforme, che per il
teorema 2.1.4 ¢ una condizione piu restrittiva, assicura la continuita della funzione limite
di una successione di funzioni continue. Vale infatti il seguente teorema.

2.1.9 Teorema (sulla continuita della funzione limite)

Siano ACC, BCA, (f,),ey unasuccessione in Z(A,C), f:B—C e c €B;
se, Yn €N, f, ¢continuain ¢ e (f,),oy converge uniformementea f in B, allora f
¢ continua in c.

DivosTrAZIONE. Fissiamo ¢ € R*. Sia 7, € N tale che, V7 € N con n > n,_, risulta
sup{|/,(x)— f(x)||x € B} <. Sia n €N tale che 7> n_, allora, Yx €B, si ha

)= < |f) =L+ L) = L]+ S ()= f ()| <
<sup|f — £, [ +1£,(6) = £,(0)| +sup| £, — f] < 2 +|£,(x) — £, (c)] -

Poiché f, ¢ continua in c, esiste V, intorno di ¢ tale che, se x € BN Ve \ {c}, allorasi
ha |f,(x)—f,(c)| < ¢, pertanto, per tali x, risulta |f(x)—f(c)| <3e.

Per ’arbitrarieta di ¢ questo prova che f ¢ continuain c. [

Nell’esempio 2.1.1 abbiamo visto che la funzione limite f della successione di funzioni
(x™),en non e continuain 1. Esprimiamo la discontinuita di f in termini di limiti: risulta

lim f(x):xli_)nl'liO:O;élzf(l).

x—1—

Se indichiamo con f, la funzione x — x”, si ha f(x)=1lim,_  f,(x); quanto scritto
sopra significa che

lim ( lim f,(x))# lim £ (1),

x—>1—<n—>+oo ) n—+00
cioe, poicheé le £, sono continue,

lim ( lim f,(x))# lim (lim £,(x)).

x—1— \n—400 n—+00 \x—1-

Pertanto non ¢ lecito scambiare 'ordine dei limiti in questa espressione.

Per assicurarsi che scambiando 'ordine dei limiti il risultato non cambi, bisogna richie-
dere la convergenza uniforme della successione di funzioni. Abbiamo infatti il teorema
seguente.
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2.1.10 Teorema (sullo scambio dei limiti)

Siano A € C, (f,),en una successione in F(A,C) e ¢ € PL(A); se (f,),en
¢ uniformemente convergente e, Y7 € N, esiste lim _,_f,(x) € C, allora esistono

lim,_,oo(lim,_ £,(x)) e lim,_, (lim,_ ., £,(x)) esiha

lim (lim f,(x)) = lim( lim _f,(x)).

n—+00 \x—c xX—C¢ \n—+00

. J

DmvosTrAZIONE. Sia f:A — C la funzione limite uniforme di (f,),cy € V7 € N, sia
l,= !il‘}’lx e fn(x) Dobbiamo dimostrare che esistono lim,_,. f(x), lim,_, ¢, e che
questi limiti coincidono.

Per il teorema sulla condizione di Cauchy uniforme 2.1.6, fissato ¢ € RY, dn, € N
tale che, Vn,m € N con n,m > n_ risulta sup|f, — f,,| < ¢, quindi, per il teorema del
confronto, si ha lim,_, |f,(x)—f,,(x)| < ¢, cioe |¢, —{,,| < ¢. Pertanto la successione
(€ ,,)qen ¢ di Cauchy, quindi ha limite. Poniamo ¢ =lim,,_,, ¢, .

Dobbiamo dimostrare che lim,_,, f(x) =/ . Qualunque sia x € A risulta

) =L < f )= Lol + () = L] + 1€, — L]

Fissiamo 7 € N in modo che sia sup|f, — f|<e e |{, —{|e. Allora, Yx €A, si ha
|f () =L| <e+|f(x)—L,|+¢.

Poiché f,(x)—{,, per x — ¢, esiste un intorno V. di ¢ tale che, se x € ANV_\ {c}, ri-

sulta |f,(x)—{,| < . Pertanto, per tali x,siha |f(x)—¢| < 3¢. Quindi lim,_,  f(x)="¢.
|

La successione di funzioni (f,),cy. studiata negli esempi 2.1.2 e 2.1.8 converge unifor-
memente. Si verifica facilmente che ciascuna f, ¢ derivabile, ma il limite ¢ la funzione
valore assoluto, che non ¢ derivabile in 0. Pertanto la convergenza uniforme di una suc-
cessione di funzioni non assicura che, passando al limite, sia conservata la derivabilita. Per
questo sono necessarie condizioni piu forti, come risulta dal seguente teorema.

2.1.11 Teorema (sulla derivabilita della funzione limite)

Siano I C R intervallo, (f,),cy una successione in Z(I,R) e f,g:1 —>R; se,
Vn e N, f, ¢ derivabile, (f,),y converge puntualmente a f e (f,)),oy converge
uniformemente a g, allora f ¢ derivabileesiha f'=g.

DimosTRAZIONE. Sia ¢ € I . Dobbiamo dimostrare che

=)

x—c X —cC

=8(c).
Poiché g(c)=lim,_, ., f,(c), cio significa dimostrare che

lim< lim JM>: lim <limM>.

x—¢ \n—+00 X—C n—+400 \ x—¢ X —C
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Per il teorema sullo scambio dei limiti 2.1.10, ¢ sufficiente dimostrare che, posto, Yn € N,

0 I\(c}>C, g, (x)= 28BSO

X —C

la successione di funzioni (¢,),cy converge uniformemente. Per il teorema sulla con-
dizione di Cauchy uniforme 2.1.6 ¢ sufficiente dimostrare che tale successione verifica la
condizione di Cauchy uniforme.

Per x€l\{c} e Vn,meN si ha

o (2)— g ()= 21D =I)  fu) =) _ ) =) =)= fue)

X—C X—cC X —C

pertanto, per il teorema di Lagrange applicato alla funzione f,—f, , esiste ¢ , appartenente

all’intervallo di estremi ¢ e x, tale che ¢, (x)—¢,,(x) = f/(£)— 72(5) . Percio, Yx € \{c},
risulta |, (x)—@,,(x)| < sup|f, — /.|, quindi si ha sup|p, —¢,,| <supl|f, — /| La suc-
cessione (f,/),cy € uniformemente convergente, quindi verifica la condizione di Cauchy
uniforme, pertanto anche (¢,,),oy verifica la condizione di Cauchy uniforme.

Questo prova il teorema. |

2.1.12 Osservazione. In questo teorema si richiede la convergenza uniforme della succes-
sione delle derivate, ma solo la convergenza puntuale della successione studiata. Queste
condizioni implicano la convergenza uniforme della successione studiata, se 'intervallo 7
¢ limitato.

Infatti fissato ¢ € I; Vn € N, il teorema di Lagrange assicura che, Vx €1\ {c}, esiste
& compreso tra ¢ e x tale che

(fo()=f () = (fule) = () = ((E) = f'(E))x —0),
()= f ()= (fule) = f(e) +(£1(E) — g(&))(x —c).

quindi

Pertanto
|1, (x) = f ()] < | £ ()= f(e)| +suplf, — gl |x —«,

Se I ¢ limitato, allora {|x —c||x € I} ¢ limitato; indichiamo con M il suo estremo
superiore. Risulta

suplf, — fI < |fu(e) = f(c)| + M suplf, —gl.

Poiché |fn(c)—f(c)| + M sup|f,) — g| — 0, questo prova che sup|f,, —f|— 0, cioe (,,),ex

converge uniformemente a f . <

2.1.13 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f,,),,cy. » con

[ R—=R, fn(x)=\/x2+%,

gia studiata negli esempi 2.1.2 e 2.1.8. Abbiamo visto che la successione converge unifor-
memente alla funzione valore assoluto.
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Le funzioni f, sono derivabili, V72 € N*, e, Yx €R,si ha
x
fild)= ———=.
V x2+1/n?
Risulta £,(0)=0, V7 € N*, mentre se x #0 si ha
, x x

f \/x2(1+(1/n2x2)) |x|‘/ 1/n2 n—too |x|

Pertanto la successione (f))), oy converge puntualmente alla funzione sgn.

=sgn(x).

La convergenza non € uniforme, perché in tal caso, per il teorema sulla derivabilita della
funzione limite 2.1.11, la funzione limite sarebbe derivabile. Cio ¢ confermato dal fatto che,
Vn € N*, risulta

: x
x11r51+|f ) —sgn( )|_xli)r51+ Tl/nz—l|—1,
quindi si ha sup|f, —sgn| > 1. <

Figura 2.1.5

La successione di funzioni (f})), . studia-
ta nell’esempio 2.1.13.

In rosso la funzione limite puntuale della
successione.

Consideriamo una successione (f,),cy in Z([a,b],R), convergente puntualmente a

f:[a,b]— R;supposto che ognunadelle f, ela f siano integrabili, ci chiediamo se risulta

n

Lbf(xmx :Lb Tim_f,(x)dx —nETooJ e

Affinché questo sia vero non ¢ sufficiente la convergenza puntuale, ma bisogna richiedere
la convergenza uniforme.

2.1.14 Esempio. Consideriamo la successione di funzioni (f),),cy- » con

neN*

f,:[0,1]>R, £,(x)=n*x"(1—x),
Si ha, Yx €[0,1[, n’x" — 0, quindi £,(x) — O, inoltre, ¥» € N*, si ha £, (1) =0.

Pertanto la successione converge puntualmente alla funzione identicamente nulla.
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Figura 2.1.6

La successione di funzioni (f,,),cy studia-
ta nell’esempio 2.1.14.

In rosso la funzione limite puntuale della
successione.

Studiamo la convergenza uniforme; per questo determiniamo sup|f,|. Per » € N* la
funzione f, ¢ derivabile, non negativa e si annulla in 0 ein 1. Pertanto, per il teorema di
Weierstrass, ha massimo, che viene assunto in un punto interno al dominio e, per il teorema
di Fermat, in tale punto f, si annulla. Cerchiamo gli zeri di f, appartenenti a ]0,1[. St

ha Yx €]0,1[,
folx) =i (nx"" —(n 4 Dx") = n’x" ! (n—(n 4 1)x).

Pertanto per x € ]0,1[ si ha f/(x) = 0 se e solo se n—(n+ 1)x, cio¢ x = n/(n+1).

Q . ].
= = .

Poiché limn_H_oo(n/(n + 1))”+1 =1/e,siha lim,__  sup|f, —0| =400, quindi la con-

suplf, —0] = max, =1,

vergenza non ¢ uniforme.

Si ha

1
1 xn+1_ 1 xn+2:| —
n+1 n+2 0

Llfn(x)dx _ fol n2(x" — ") dx = nZ[

o/ 1 1 n?
=n — = 1
n+l n+2 (n+1)(n+2) notoo

Poiche
1 1
f lim fn(x)dx:f 0dx =0,
0 0

n——+00

risulta lim,,_, folfn(x)dx # fol lim, o f,(x)dx. <
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2.1.15 Teorema (di passaggio al limite sotto il segno di integrale)

Siano (f,),cy una successione in Z([a,b],R) ¢ f:[a,b] > R;se, Yn €N, f,
¢ integrabile secondo Riemann e (f,), oy converge uniformemente a f, allora f ¢
integrabile secondo Riemann e si ha

Lbf(x)dx :nErBwLbﬁz(x)dx

. J

DimosTRAZIONE. Sia AC[a,b]. Siha, Yx €A,

f)= () + ([ ()= £,(0)) < (o) +|f (x)— £ ()| < sipfn +Sljlp|f —fals

quindi
sup f <sup f, +sup|f —1,|.
A A A

Sia o :{xo,xl,...,xp}, con a=xy<x; < <x, = b, una scomposizione di [a,b].

Dalla disuguaglianza precedente segue che, V7 €N,

p p
S(f,0)=>] swp flg—x ) <D0 swp S+ sup 1 —f) 0o =)=
k=1

k=1 [xp_1%: ] [oeg>x] (1% ]

—Z sup £, (xp — X5 +Z sup |f —ful (xp —x51) <

=1 [xp_%: ] k=1 [xp_1,%]

< S(fn,v)Jrsuplf—ﬂI (b—a).
[a,6]

Passando all’estremo inferiore rispetto a o, da qui segue
rb b
f f(x)dng f(x)dx +sup|f, —f|(b—a). (2.1.1)
a a [a,b]

In modo analogo si prova che

b b
f f(x)deJ f,(x)dx—sup|f,— f|(b—a). (2.1.2)
Ja a [a,b]

Pertanto

. b
o [ fwin— | = 250plf,—f1 (5~

poiché 2supy, ,1|f, — f[(& —a) — 0, d qui segue

Lbf(x)dx—ff(x)dx:

quindi f ¢ integrabile.
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Dalle uguaglianze (2.1.1) e (2.1.2) segue

b b b
f Fx)dx —suplf, —f| (b—a) < f f(x)dx < f Fx)dx 4+ suplf, — £ (b—a),

[a,b] [a,b]

quindi

n——+o00

lim J b £i(x)dx = Lb Fx)dx.

2.1.2 SERIE DI FUNZIONI

Ogni successione in R o in C ¢ la successione dei termini di una serie numerica; in
modo del tutto analogo, a ogni successione di funzioni possiamo associare una serie di
funzioni.

Definizione di serie di funzioni

Siano AC C e (f,),ey unasuccessione in .Z (A, C). Chiamiamo serie di funzio-
ni di termini £, la successione di funzioni (s,),cy definita ponendo

s,:A—C, sn(x):ifk(x).
k=0

Chiamiamo somma parziale della serie ciascuna delle funzioni s, e indichiamo la
. . +w
serie col simbolo >0 £ .

~

J

Le nozioni di convergenza puntuale e uniforme definite per le successioni di funzioni
si trasportano alle serie di funzioni, richiedendo che le definizioni siano verificate dalla
successione delle somme parziali. Abbiamo quindi le seguenti definizioni.

Definizione di serie di funzioni convergente puntualmente

Siano ACC, BCA e (f,),cy unasuccessione in .Z (A4, C). Diciamo che la serie
+oo J, converge puntualmente in B quando la successione delle somme parziali

(X7 _0/2), e converge puntualmente in B'. In tal caso chiamiamo somma della serie

la funzione
S hB=C (35)w= lim ()
n=0 n=0 k=0

+w . . . +w
Quando >77%0 f, converge puntualmente in A diciamo che > "% f, converge
puntualmente.

r
\.
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Definizione di serie di funzioni convergente uniformemente

Siano ACC, BCA, (f,),en unasuccessione in #(A4,C) e f: B— C. Diciamo
che la serie >77°7 £, converge uniformemente a f in B quando la successione delle

somme parziali (ZZZO fk)neN converge uniformemente a f in B.

Quando >77% f, converge uniformemente in A diciamo che (f,),cy converge
uniformemente.

\ J

La convergenza a 0 del termine 7 -esimo ¢ condizione necessaria per la convergenza
di una serie numerica, pertanto una condizione necessaria per la convergenza puntuale di
una serie di funzioni Z:ﬁ; f, in B ¢che, Yx €B,sia f,(x)— 0; cioe che la successione
dei termini converga puntualmente a 0. Analogamente, una condizione necessaria per la
convergenza uniforme di una serie di funzioni ¢ la convergenza uniforme a 0 dei termini
della serie, come affermato dal seguente teorema.

2.1.16 Teorema (condizione necessaria per la convergenza uniforme di una serie

di funzioni)

Siano ACC, BCA e 3%/, unaserie in Z(A,C). Se 3% f, converge
uniformemente in B, allora (f,,),oy converge uniformemente a 0 in B.

DmvosTtrAZIONE. Indichiamo con s la somma della serie e, V7 € N, con s, la somma
parziale 7-sima;si ha, Yz €N* e Vx €B,

|, (0| = [5,(x) = 5,1 (x)| <[5, () = s(x)| + |s(x) =5, 4 (x)| < S%P|5n —s| +51;P|5 — Sl
pertanto
sup|f, | < supls, —s|+sup|s—s, | — 0.
B B B

Quindi la successione di funzioni (f,,),cy converge uniformemente a O in B. u

Come nel caso delle serie numeriche, la condizione non ¢ sufficiente per la convergenza
uniforme di una serie di funzioni. Per rendersi conto di questo si puo considerare una serie
numerica Z:j’) a, , non convergente, ma con il termine 7 -simo che tende a 0. Allora la
successione delle funzioni da C a C che valgono costantemente @, non converge, ma il
termine 7 -simo tende uniformemente a 0.

I teoremi 2.1.6, 2.1.9, 2.1.10, 2.1.11 e 2.1.15 hanno 1 seguenti analoghi per le serie di

funzioni. Si dimostrano facilmente applicando alle serie i teoremi citati.

2.1.17 Teorema (sulla condizione di Cauchy uniforme)

Siano ACC, BCAe 312 f, unaseriein F(A,C). Laserie > f converge

uniformemente in B se e solo se

S

k=n+1

VeeR",In.eN: VYm,neN, m>n>n. — sup
B

<e.




2.1. Successioni e serie di funzioni di tipo generale 141

2.1.18 Teorema (sulla continuita della somma di una serie di funzioni)

Siano A C C, B C A, 372 f, unaserie in Z(A,C) e c € B; se, Yn €N,
/, ¢ continua in ¢ e >F°° f converge uniformemente in B, allora >7°5 f ¢
continua in c.

2.1.19 Teorema (sul passaggio al limite termine a termine)

Siano A C C, 7% f, unaserie in F(A,C) e c € PL(A); se D15 f, conver-
ge uniformemente ¢, ¥z € N, esiste lim,_,, f,(x) € C, allora 3% (lim, _,, £,(x))

converge, esiste lim,_,.(351% /,(x)) ¢ si ha

> (im0 = lim( 3 109

2.1.20 Teorema (di derivazione termine a termine)

,
i
\

Siano I C R intervallo, >¥° f, una serie in F(I,R); se, Yn €N, f, ¢ deri-

vabile, St £ converge puntualmente e S 7% £/ converge uniformemente, allora
n=0/n gep n=0/n &

—+00

o5 f, ¢ derivabile e si ha

n=

2.1.21 Teorema (di integrazione termine a termine)

r
\

Sia >77°% f, una serie in F ([a,b],R); se, Yn € N, f ¢ integrabile secondo
. +o00 . +o00 \ e .
Riemann e > 7% f, converge uniformemente, allora > 7%} f, ¢ integrabile secondo
Riemann e si ha

b oo +oo b
PIAGLIED I IACOLES

Definiamo un altro tipo di convergenza per le serie, che implica la convergenza uniforme
e solitamente ¢ di verifica piu semplice.

Definizione di serie di funzioni convergente totalmente

Sitano ACC,BCAe ::)fn una serie in % (A,C), tale che, Yz €N, f"lB ¢

limitata. Diciamo che la serie >77°7 f, converge totalmente in B quando converge

la serie numerica
—+o00

Zsup{|ﬁl(x)| |x€B}.

n=0

Quando > f converge totalmente in A diciamo che converge totalmente.
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2.1.22 Osservazione. Solitamente non ¢ semplice determinare ’estremo superiore di una
funzione, ma per stabilire la convergenza totale di una serie di funzioni non € necessario
determinare ’estremo superiore dei suoi termini. Infatti, se, Y72 € N, M, € R* ¢ tale che
M, > suppl|f,| elaserie TS M, ¢ convergente, allora, per il criterio del confronto, la

serie > F°0 sup,|f,| ¢ convergente, quindi 3777 £, converge totalmente in B. <

2.1.23 Teorema (criterio di Weierstrass'!)

Siano ACC, BCA e X% f, unaserie in F(A,C), tale che, Yz €N, f,
¢ limitata in B. Se la serie >.7°0 f, converge totalmente in B, allora essa converge
uniformemente in B.

DIMOSTRAZIONE. Siano m,n €N, con m > n;allora, Yx €B, si ha

ST A< STl S sl

k=n+1 k=n+1 k=n+1
uindi
q m m
sup Z il < Z sup| /|- (2.1.3)
k=n+1 k=n+1 B

Poiché la serie > 7% supg|f, | ¢ convergente, la successione delle somme parziali ¢ di Cau-
chy, quindi, Ve € R*, dn, € N tale che, per m >n > n_, st ha P supglfel < .
Allora, per la disuguaglianza (2.1.3), >*° f, verifica la condizione di Cauchy uniforme
in B, quindi, per il teorema 2.1.17, ¢ uniformemente convergente. [

2.1.24 Esempio. Consideriamo la serie di funzioni >37°] f, con

fiR-R, fn(x):%sin(nx).

Poiché la funzione seno ha immagine [—1,1], si ha, Y7 € N*, max|f,| = 1/n*. Laserie

+00 1 7,2 3 (N0 £ T
22 1/n* ¢ convergente, pertanto la serie > 7% f, ¢ totalmente convergente, quindi, per
il criterio di Weierstrass 2.1.23, ¢ uniformemente convergente. <
fé f:;
/i

Figura 2.1.7

La successione di funzioni (f,),cy. studiata nell’esempio 2.1.24.

1Tl criterio prende il nome da Karl Weierstrass (Ostenfelde, Germania, 1815 - Berlino, 1897) che, nel 1841,
diede la definizione di convergenza uniforme e utilizzo il criterio. Weierstrass diede molti contributi a vari settori
dell’analisi, soprattutto alla teoria delle funzioni di variabile complessa.
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Il criterio di Weierstrass fornisce una condizione sufficiente per "'uniforme convergenza
di una serie di funzioni. La condizione non ¢ necessaria, come mostra il seguente esempio.

2.1.25 Esempio. Consideriamo la serie di funzioni > 7%/, con
fn:[0,1] - R, ﬂ(x):x)(p/(nﬂ),un](x)-

St ha, Vn e N*,
1

suplfyl =1, ) ==

Poiché la serie armonica e divergente, la serie considerata non ¢ totalmente convergente.

1
2 G p 1

1 F,,,/Y: 3 F,]S,

3 o o
. a0
e & &
LR 11
302 i3

Figura 2.1.8

La successione di funzioni (f,),cy. studiata nell’esempio 2.1.25.

Evidentemente, qualunque sia x € ]0,1], solo un termine della serie ¢ diverso da 0
e tale termine ¢ uguale a x, quindi 337% f,(x) = x. Se x = 0 tutti i termini i della

serie sono nulli, quindi la serie converge a 0. Pertanto la serie converge puntualmente alla
funzione x — x.

Inoltre
D L) =2 xp e (®) = x20, (%),

dove

"1 1 1 1
]”_U]/e+1’E]_]n+1’1]'

k=1

Pertanto x — 377 fo(X) = X ¥[01/(nr1))(*); quindi, ¥z € N, si ha

1

= SUP]|X)([0,1/(n+1)](x)| = —0.

sup =
x€[0,1 n+1 notoo

x€[0,1]

S )

k

Percio la serie converge assolutamente. <
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2.2 SERIE DI POTENZE

Consideriamo ora serie del tipo >;7%% 4, (z —c)”, cio¢ serie in cui il termine 7 -simo
¢ della forma 4, (z —c¢)”. Tali serie sono chiamate “serie di potenze” e possono essere
considerate come “polinomi di grado infinito”. Risulta naturale studiare tali serie in ambito
complesso, cioe considerare i termini della serie come funzioni di variabile complessa a
valori complessi.

Per semplificare I’esposizione, in questa sezione, per ¢ € C e » € Rt poniamo
S(c,r):{Z€C||Z—C|<r}, E(c,r):{z€C||z—c|§r}.

Pertanto S(c,7) ¢ la sfera aperta di centro ¢ e raggio r per la distanza su C definita dal

modulo, S(c,7) ¢ la chiusura della sfera aperta.

Definizione di serie di potenze

Siano (a,,),cy unasuccessionein C e ¢ € C. Chiamiamo serie di potenze di pun-

to iniziale ¢ e coefficienti 4, la serie di funzioni, di dominio C, > ¥%a,(z—c)".

2.2.1 Esempio. La serie geometrica

¢ un esempio di serie di potenze. In questo caso il punto iniziale € 0; i coefficienti sono
tutti ugualia 1.

Se |z| > 1 il termine 7 -simo della serie non tende a 0, quindi la serie non converge. Se
|z| <1 la serie converge e si ha

+o00o 1— Zn—l—l 1
E "= lim E 2 = lim = . |
= notoo s n—+too | —z 1—z

Studiamo la convergenza, puntuale e uniforme, di una serie di potenze. Per tale scopo
¢ utile il seguente teorema.

2.2.2 Teorema (lemma di Abel'?)

%4, (z—c)" unaserie di potenze in C e z5,z, €C\ {c};

Siano > "% a,

I) se >"%a,(zy—c)" converge, allora, Yz € S(c,|zy—c|), > %5a,(z—c)

converge assolutamente;
) se 374, (z,—c)" non converge, allora, Yz € C\S(c,|z,—c|), 3F%a, (z—c)"
non converge.

21l lemma prende il nome da Niels Henrik Abel (Finngy, Norvegia, 1802 - Froland, Norvegia, 1829) che lo
enunciod in un articolo del 1826. Abel diede fondamentali contributi allo studio dell’algebra e della teoria delle
funzioni.
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Figura 2.2.1

lustrazione del lemma di Abel 2.2.2. Se una serie di potenze di centro ¢ converge in z,,
allora la serie converge all’interno della circonferenza di centro ¢ passante per z, (cerchio in
rosso). Se una serie di potenze di centro ¢ non converge in z, , allora la serie non converge
all’esterno della circonferenza di centro ¢ passante per z; (parte di piano in verde).

DimosTRAZIONE. Per semplificare I’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.

—+o00 n \ . n .
n=0 dn ZO € Convergente, 13. successione (ﬂn ZO )nGN converge a 0 5 quln'

di ¢ limitata; poniamo M = sup{|an z7l|n € N} . Se z € C e tale che |z| < |z, allora,
VneN,siha

I) Poichélaserie

|2]” §

|2,/

z

Zy

n|: <M

ja, 2" | = la, 25

Poiché |z/z| < 1, la serie geometrica > 7%0|z/z,|" ¢ convergente (v. esempio 2.2.1),
pertanto, per il criterio del confronto, la serie > 7% 4, z” ¢ assolutamente convergente.

I) Sia [z]| > |z]. Se 3754, z" fosse convergente, allora, per 'affermazione I, anche

ot a,z] sarebbe convergente, contrariamente all’ipotesi fatta. Pertanto > %04, z”
non converge. n

Da questo teorema segue che, se si sa che una serie di potenze converge in un punto z che
dista r dal punto iniziale, allora la serie converge all’interno del cerchio di raggio » centrato
nel punto iniziale. Quindi tanto piu z ¢ lontano dal punto iniziale, quanto piu grande ¢ il
cerchio in cui ¢ assicurata la convergenza. Percio ha interesse conoscere fino a che distanza
dal punto iniziale si ha convergenza. Risulta quindi naturale la seguente definizione.

Definizione di raggio di convergenza di una serie di potenze

Sia >:"°0a, (z—c)” unaserie di potenze in C; chiamiamo raggio di convergenza

della serie il numero reale esteso

“+o00o
Z a,(z—c)" converge} .

n=0

R :sup{|z—c|
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A parole: il raggio di convergenza di una serie di potenze ¢ estremo superiore dell’in-
sieme delle distanze dal punto iniziale dei numeri complessi z per i quali la serie converge.

Dalla definizione segue immediatamente che il raggio di convergenza di una serie di
potenze appartiene a [0,400].

2.2.3 Esempio. Consideriamo la serie di potenze di punto iniziale O

+00
Z a’z",
n=0
dove a € C*.
Poiché a”z" = (az)”, si ha una serie geometrica. La serie converge se e solo se |az| < 1
(v. esempio 2.2.1), cioe |z| < 1/|a|. Quindi il raggio di convergenza e 1/|a]. <

2.2.4 Esempio. Consideriamo la serie di potenze di punto iniziale O

“+00
1
257
= n!
St ha, Yz e C*,
. |2 (m+ 0 |2 ! : z
lim | ——= — ———|= lim =0;
notoo|  zn/n!  |notoo| zn (n4 1) n—too|n 41

pertanto, per il criterio del rapporto asintotico, la serie converge. Percio la serie converge
in C, quindi il raggio di convergenza ¢ +o0. <

2.2.5 Esempio. Consideriamo la serie di potenze di punto iniziale 0

E nlz".

n=0

St ha, Yz e C*,
lim |n!z"|=

lim »!|z|" =+o0,
n——+oo n—

+00

pertanto il termine 7 -simo della serie non tende a 0, quindi la serie non converge. Percio
la serie converge se e solo se z =0, quindi il raggio di convergenza ¢ 0. <

Vediamo quali informazioni si ottengono dalla conoscenza del raggio di convergenza.

2.2.6 Teorema

Siano > %04, (z—c)” unaserie di potenze in C e R il suo raggio di convergenza.

I) Se R=0, allora la serie converge solo in c.

II) Se ReRT,alloralaserie dei moduli converge puntualmente in S(c,R) e la serie
non converge in z se z € C\ S(c,R); inoltre, qualunque sia » € J0,R[, la serie
converge totalmente in S(c, 7).

III) Se R = +o0, allora la serie dei moduli converge puntualmente in C; inoltre,

qualunque sia r € R™, la serie converge totalmente in S(c, 7).
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DimosTrAZIONE. Per semplificare ’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.

I) Segue immediatamente dalla definizione di raggio di convergenza.

II) SiazeC.
Se |z| < R, allora, per definizione di raggio di convergenza, 3z, € C, con |z| > ||,
tale che :3 a, z§ converge; quindi, per il lemma di Abel 2.2.2, affermazione 1, anche
—+o00

°a, z" converge assolutamente.
n=0"n

Se |z| > R, allora la serie non converge in z, per definizione di raggio di convergenza.
Sia r < R. Evidentemente, V7 € N, si ha sup{|dn 2"|]|z] < r} = |a,|r” ; per quanto

+00

Totla,|r" converge. Percio la serie converge totalmente in (0, 7).

appena dimostrato >

III) Sia z €C. Per definizione di raggio di convergenza 3z, € C, con |z,| > |z|, tale che
Z:c)) a, z§ converge; allora, per il lemma di Abel 2.2.2, affermazione I, la serie Z:c)) a,z"
converge assolutamente.
La dimostrazione della convergenza totale in E(O, r), Vr € R, ¢ del tutto analoga a
quella relativa all’affermazione II. [

o0 a,(z—c)" converge

Se il raggio di convergenza¢ R € R*, alloralaserie di potenze
nel cerchio aperto S(c,R) e non converge fuori dal cerchio chiuso S(¢,R). Non si puo
dire nulla sulla convergenza nella circonferenza di centro ¢ e raggio R, cioé nell’insieme
dS(c,R). I seguenti esempi mostrano che si puo avere convergenza in ogni punto della

circonferenza, oppure in nessun punto, oppure solo in alcuni punti.

2.2.7 Esempio. Nell’esempio 2.2.1 abbiamo visto che la serie geometrica > 7% z” conver-
z|< 1.
Quindi la serie ha raggio di convergenza 1 e non converge nei punti di §(0,1). <

ge se e solo se

2.2.8 Esempio. Consideriamo la serie di potenze di punto iniziale O

+001

277
n=1 "
Se |z| <1 siha, Vn € N*, |27/n?| < 1/n?, pertanto la serie dei moduli si maggiora

con la serie armonica generalizzata di esponente 2 che ¢ convergente. Per il criterio del
confronto la serie converge.

Se |z| > 1, allora |z"/n?| — +o00, per n — 400, percio la serie non converge.
Quindi la serie ha raggio di convergenza 1 e converge in ogni punto di d$(0,1). <

2.2.9 Esempio. Consideriamo la serie di potenze di punto iniziale O

+001

Z—z”.

n=1 n

Per z =1 si ha la serie armonica che non converge, quindi il raggio di convergenza &
minore o uguale a 1. Per |z| < 1, la serie dei valori assoluti si maggiora con la serie geome-
: too 1 NS : : S
trica >,"7|z|" che converge, per il criterio del rapporto la serie studiata converge, quindi

il raggio di convergenza € maggiore o uguale a 1. Pertanto il raggio di convergenza e 1.
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Studiamo la convergenza della serie in z € JS(0,1)\ {1} . Il termine 7 -simo della serie ¢
prodotto di z” per 1/n. Lasuccessione (1/7),.y. ¢ decrescente e infinitesima. Per 7 € N*

si ha
S

k=1

n—1

|z”|—|—1 2

k :
SRR PRT

z z
k=0

pertanto la successione delle somme parziali della serie >77°7 z” ¢ limitata. Allora, per il
criterio di Dirichlet, la serie >77°7(1/7)2z” ¢ convergente.

Quindi la serie ha raggio di convergenza 1, non converge in z = 1 e converge negli

altri punti di d$(0,1). <

Il teorema 2.2.6 assicura la convergenza totale, e quindi uniforme, di una serie di potenze
in ogni cerchio di raggio piu piccolo del raggio di convergenza. In alcuni casi si ha conver-
genza uniforme anche in insiemi che raggiungono il bordo del cerchio di convergenza, come
mostra il seguente teorema.

2.2.10 Teorema (di Abel®)

Siano >t

n=0%n
+o0a, (zy—c)" converge, alloralaserie > % a, (z—c)” converge uniformemente

in {c+t(zy—c)|t €[0,1]}.

a,(z—c)” una serie di potenze in C e z;€C\{c}. Se la serie

Osserviamo che {C +1t(zy—c)| €[0, 1]} ¢ il segmento di estremi il punto iniziale della
serie di potenze e z;.

Il teorema ha interesse se |z, —c| = R (dove R ¢ il raggio di convergenza), perché se
risulta |zy—c| < R la test segue subito dal teorema 2.2.6.

DimosTrAZIONE. Per semplificare ’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. Il
caso generale si prova con ovvie modifiche.
Se t € [0,1], allora st ha |rzy] < |zo|, quindi, per il lemma di Abel 2.2.2, la serie

4, (tz,)F & convergente. Indichiamo con s, la somma parziale 7-sima della serie

k 0
Z:S“Iezo ;allora, Ve €[0,1] e VYm,n €N, con m >n,si ha
S k, k % k % k % k
Z ap Zo L = Z (sp —sp1)t" = Z (sp —s,)t" — Z (sp_1—s,)t" =
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
m—1
= > (=) =D (s —s, )" =
k 1 k=n

m
k k
(=5t = D (= st =G5, =0 ) =
k=n+1

((sk —S,,,)t’e — (s _Sn)tk“) +(s,, —sn)t”’“ _

B11 teorema prende il nome dal gia citato Niels Henrik Abel (v. nota 12) che lo enuncio nel 1826 insieme al

lemma di Abel.



2.2. Serie di potenze 149

Pertanto risulta

m
< S I — sl (1= 0) s, —s, |7

k=n+1

i a, (’fzo)]e

k=n+1

La successione delle somme parziali (s,),oy ¢ convergente, quindi ¢ limitata, pertanto ri-
sulta sup{|5,e —s,||[k>n+ 1} < 400 ; indichiamo con M, tale estremo superiore. Quindi
risulta

> dk(tzo)k’§ > Mntk(l—t)+Mnt’”+1:Mn< > tk(l—t)+t’”+1>.

k=n+1 k=n+1 k=n+1
St ha
m+1
Z t +tm+1 Z t . Z tk+1+tm+1 Z Z ¢ +tm+1_tn+1
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+2
pertanto
m

> ak(tzo)k‘ <M,t" <M.

k=n+1
Quindi si ha

i ay, (tZo)]e

k=n+1

sup{

La successione delle somme parziali (s,),cy € convergente, quindi ¢ di Cauchy, pertanto
Ve eR*, dn. €N taleche,se m >n>n,_,siha s, —s, | < e;pertanto, se n > n,, risulta

tG[O,l]}SMn.

Mn:sup{|sk—sn||/e2n+1}§£.

Allora, per tali 7, st ha anche

sup{

per la condizione di Cauchy uniforme 2.1.17, da qui segue la convergenza uniforme.  H

Z a (tzo)/e

k=n+1

te[o,l]}ge;

Enunciamo due teoremi che consentono di determinare il raggio di convergenza di una
serie di potenze.

Il primo puo essere utilizzato per qualunque serie di potenze, il secondo puo essere
utilizzato solo per alcune serie di potenze con coeflicienti diversi da O; questo secondo
criterio, in numerosi casi in cui puo essere applicato, risulta di verifica piu semplice del
primo.
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2.2.11 Teorema (di Cauchy-Hadamard'*)

Sia > %04, (z—c)” una serie di potenze in C. Posto

L =maxlim4/|a,|,
n——+o00

allora il raggio di convergenza della serie di potenze ¢ R = 1/L, con la convenzione
chesia R=0se L=+00 ¢ R=+00 se L=0.

DimosTRAZIONE. Per semplificare I’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.

Indicato con R il raggio di convergenza, dimostriamo il teorema provando che si ha sia
R>1/L che R<1/L.

Proviamo anzitutto che si ha R > 1/L. Cio ¢ ovvio se L = +o00, quindi supponiamo
L<+o0 esia z€ C* tale che L|z| < 1. Fissiamo M € ]L, 1/|Z|[ . Poiche

lim sup{ Vla,,| ’ m > n} :maerlim Vla,|=L<M,

n—400

per il teorema della permanenza del segno, 37 € N tale che, se n > 7, allora si ha

sup{ deH m> n} <M, quindise n>7,allora {/|a,| <M. Per tali n risulta
la, 2| = a, ||z|" < (M]z])";

poiché M|z| <1 laserie 37+%0(M|z|)" & convergente, quindi, per il criterio del confronto,
laserie 3770 a, z” ¢ assolutamente convergente, quindi ¢ convergente. Pertanto se L =0,
allora la serie data converge Yz € C, mentre se L € R la serie data converge se |z| < 1/L,
quindi R>1/L.

Proviamo ora ora che sitha R < 1/L. Cio ¢ ovvio se L =0, quindi supponiamo che sia
L >0 esia z€C* tale che L|z| > 1. Fissiamo M € ]1/|Z|,L[ . Poiche

lim sup{ m\/|am||m2n}:rrnla_§+lcig1 Vl0a,|=L>M,

n—-+00

per il teorema della permanenza del segno, 37 € N tale che, se n > %, allora si ha
sup{ Vla,||m> n} > M , cioe esiste m,, > n tale che "4/la,, |>M . Pertali m, siha

la,, 27 =lay, ||2]™ > (Mz])™ > 1;

pertanto la successione dei termini della serie >77°0 4, z” non converge a 0, quindi la

serie non converge. Pertanto se L = 400, allora la serie data non converge qualunque sia
z € C*, mentre se L € R" la serie data non converge se |z|>1/L,quindi R<1/L. ®

“La condizione prende il nome dal gia citato Augustin-Louis Cauchy (v. nota 10) e da Jacques Hadamard
(Versailles, Francia, 1865 - Parigi, 1963). Cauchy, in un trattato di analisi del 1821, stabili il teorema nel caso che
esista il limite; Hadamard, in un articolo pubblicato nel 1888, consider? il caso generale in cui non necessariamente
esiste il limite e quindi si ricorre al massimo limite.

Hadamard studio la teoria dei numeri e le equazioni differenziali alla derivate parziali.
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2.2.12 Esempio. Consideriamo la serie di potenze di punto iniziale O

“+00
Z exp((—
n=0
Si ha {/la,| \/exp = exp 1)”). Poiché, ¥n € N, st ha {/|a,| < e,

risulta max lim v |a n| S e. Inoltre la sottosuccessione dei termini di indice pari della

a,|>e. Quindi

n
n—-—+o00 | n

n——+00
successione (1/|a,|),en. vale costantemente e, pertanto maxlim
il massimo limite ¢ e. Per il teorema di Cauchy-Hadamard il raggio di convergenza della
serie e 1/e.

Notiamo che una somma parziale di indice dispari della serie si puo scrivere come:

2n+1 n "
> exp(=1)k) 2 = exp((—1)727) 2% + 3 exp((—1)7 (2] +1)) 2V =
k=0 7=0 =0

n . n N
_ZCXP 2] 2]+Zexp 2]+1)> 2]+1:§(6222)]+§j§o<%> .

Se |z| < 1/e risulta (v. esemplo 2.2.1)

1 z 1 1 ez
lim < 22y + = < > > ot = + :
n——+o00 Z ) Z e222 e 1_(22/82) 1—6222 82—22

Poiché, per tali z, la serie € convergente, la successione delle somme parziali ha lo stesso
limite della sottosuccessione dei termini di indice dispari. Pertanto

1 ez
n —
ZCXP —1)'n PP RL S <

2.2.13 Teorema

Sia >:"°0 4, (z—c)” una serie di potenze in C, con i coefficienti 4, diversida 0.

Se esiste
a

n—-+00 |dn|

allora il raggio di convergenza ¢ R = 1/L, con la convenzione che sia R = 0 se
L =400, R=+00 se L=0.

\. J

DimosTRAZIONE. Per semplificare I’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.

Sia z € C* e applichiamo il criterio del rapporto asintotico per studiare la convergenza
assoluta della serie data. Si ha

0, se L=0,

a
=|z| ||"+|1| —{ |z|L, se LERT,
ﬂﬂ

|ﬂn+1 Zn+1|

|, 27|

+o0, se L=+o00.
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Ricordiamo che nella dimostrazione del criterio del rapporto asintotico, se il limite ¢ mag-
giore di 1, si prova che il termine 7 -simo non converge a 0, pertanto in tal caso non solo

non ¢ convergente laserie 3.7 % |z z"|, manon ¢ convergente neppure laserie > %4 2.
n=01"n n=0"n

Nel caso L € R", la serie data converge se |z|L <1 e non converge se |z|L > 1, cioe
converge se |z| < 1/L e non converge se |z| > 1/L; pertanto il raggio di convergenza
¢ 1/L. Nel caso L =0 il limite ¢ sempre 0, quindi si ha convergenza Yz € C, pertanto
il raggio di convergenza ¢ +00. Nel caso L =+o0 i limite ¢ sempre 400, quindi la serie
non converge qualunque sia z € C*, pertanto il raggio di convergenza ¢ 0. [

2.2.14 Esempio. Ritroviamo i raggi di convergenza delle serie di potenze studiate negli
esempi 2.2.3, 2.2.4 e 2.2.5 utilizzando questo teorema.
Consideriamo la serie di potenze

+00
e
b
n=0
dove « € C*. Si ha
ol B e
|,,| |a| notoo 1

Pertanto il raggio di convergenza ¢ 1/|a].
Consideriamo la serie di potenze

400 1 .,
27
“— n!
Si ha
|an+1|_1/(n+1)!_ n! 1 0
|a,,| 1/n! (n+1)  n41 notoo
Pertanto il raggio di convergenza ¢ +o0.
Consideriamo la serie di potenze
+00
Z nlz"
n=0
Si ha
a !
|n+1|:(n+)_n+1 4 oo
| n! oo
Pertanto il raggio di convergenza ¢ 0. <

Per il teorema 2.2.6, una serie di potenze converge uniformemente in ogni disco di raggio
minore del raggio di convergenza. Per il teorema 2.1.18, questo assicura la continuita della
somma della serie di potenze in tali dischi. Si ha quindi continuita nell’unione dei dischi,
cioe nel disco aperto di raggio uguale al raggio di convergenza. Per studiare la derivabilita
della serie di potenze > 7%, (z—c)” bisogna studiare la convergenza della serie delle
derivate, che ¢ la serie di potenze > 1% na, (z—c)"~!, cio¢ 3 1% (n+1)a,, (z—c)". 1l

seguente teorema consente di determinare il raggio di convergenza di questa serie.
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2.2.15 Teorema (sul raggio di convergenza della serie delle derivate)

Siano Y%7 a, (z—c)” unaserie di potenze in C e R il suo raggio di convergenza.

Allora la serie di potenze delle derivate >33 (7 +1)a,,_; (z—c)” ha anch’essa raggio
di convergenza R.

D1iMosTRAZIONE. Per semplificare I’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.

Indichiamo con R’ il raggio di convergenza della serie delle derivate. Dimostriamo che
R’ > R provando che se la serie converge in z,, allora la serie delle derivate converge in
ogni z tale che |z| < |zy|; viceversa dimostriamo che R’ < R provando che se la serie delle

derivate converge in z, , allora la serie converge in ogni z tale che |z| < |z]|.
8 1 8 8 1
Sia z, € C* tale che > "0 a, 2zl converge. Allora (a, z{),cy converge a 0, quindi ¢

limitata; poniamo M = sup{|an 27| ne N} .Se ze€ C etale che |z| <]z, st ha, Y eN,

n

ap1 1/ 2z

Ap+1 20 —
Zy \Zy

n

n+1

|2,

z

Zy

<M

|(” + 1a, i Zn| =

Per il criterio del rapporto asintotico, la serie avente 1 termini a ultimo membro converge.
Infatti

(n+2)|z/2|"" _n+2
(n+1)|z/z" — n+1

z

Zy

z <1.

Zy

Pertanto, per il criterio del confronto, la serie > %0 (n+1)a,,,, z” ¢ assolutamente conver-

gente, quindi ¢ convergente.
: * +00 n n
Sia z; € C* tale che >31% (n41)a,,,, 2 converge. Allora ((n+1)a,, 7] )neN conver-
ge a 0, quindi ¢ limitata, pertanto anche la successione (a,,,, z]"""), oy ¢ limitata; poniamo

M:sup{|anzl”||n€N}. Se z€ C etale che |z| < |z, st ha, VneN,

n
n VA
zZ

Poiché |z/z,| < 1, la serie geometrica di ragione |z/z,| converge, pertanto, per il criterio

n
z
|a, z"| = <M|—

Zy

del confronto, la serie >.7° na, z” ¢ assolutamente convergente, quindi ¢ convergente. M

Da questo teorema si ottiene facilmente il seguente.

2.2.16 Teorema

+o00

Siano > "7 a, (x—c)” unaserie di potenze in R e R il suo raggio di convergenza.

Supponiamo R > 0. Posto

s:]Jce—R,c+R[ - R, S(x)zzooﬂn(x_c)na

n=0
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s ¢diclasse C® e, V€N e Yx€Jc—R,c+R[,siha

s(j)(x):Zio:(n—kj)(n—l—j—l)...(n+1)an+j(x—c)”.

. J

DimosTrAZIONE. Per semplificare ’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.
Dimostriamo, per induzione. che, Vj €N, s ¢ derivabile ; volte, la serie di potenze

“+00

D+ n+j—1)...(n+1)a,, (x—c) (2.2.1)

n=0

ha raggio di convergenza R e in ]—R,R[ la sua somma coincide con s{/).
Per j =0 I’affermazione ¢ ovvia.
Supponiamo che ’affermazione valga per ;. Laserie (2.2.1) ha come serie delle derivate

Z.o(n4_].)(714_]._1)"-(”+1)Mn+j(x—c)”_1,

n=1
. \
C10€
—+o0

Z(n +7+D)(n+j)...(n+Da,, ;q(x—c), (2.2.2)

n=0

Per il teorema sul raggio di convergenza della serie delle derivate 2.2.15 questa serie ha lo stes-
so raggio di convergenza della serie (2.2.1), cio¢ R. Quindi, per il teorema 2.2.6, qualunque
sia 7 € JO,R[, le serie (2.2.1) e (2.2.2) convergono uniformemente in [—7, 7], pertanto,

per il teorema 2.1.20, sU/) ¢ derivabile in tale intervallo e la sua derivata & uguale alla somma
della serie (2.2.2). Per I’arbitrarieta di r, cio € vero in ]—R,R[, quindi I'affermazione ¢
veraper J +1. |

Una serie di potenze puo essere integrata termine a termine. Abbiamo cio¢ il seguente
teorema relativo all’integrale della somme di una serie di potenze.

2.2.17 Teorema

Siano > %0 a, (x—c)” unaserie di potenze in R e R il suo raggio di convergenza.
Supponiamo R > 0. Posto

400
s:Jce—R,c+R[—-R, s(x):Zan(x—c)",
=0

Vx €]c—R,c+R[ risulta

chs(t)dt ;2.0 oy

n=1 n
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DimosTrAZIONE. Per semplificare ’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l

caso generale si prova con ovvie modifiche.

oo a, x" ¢laserie delle derivate della serie 773 (a,_,/n)x", pertanto, per

il teorema 2.2.15, anche questa seconda serie ha raggio di convergenza R . Poniamo

La serie

T 4
S:-RR[—R,  S(x)=> 2=«
n=1

n

Per il teorema 2.2.16, § ¢ una primitiva di s, inoltre S(0) = 0, quindi, per il teorema
fondamentale del calcolo integrale, si ha

S(x) = S(x)—S(O):foxs(t)dt. 0

2.2.18 Esempio. Consideriamo la serie di potenze
+oo 1
2%
n=1 "
La serie delle derivate ¢ la serie geometrica 3723 x”~1, cioe 37+% x”, che ha raggio di

convergenza 1 e somma 1/(1—x) (v. esempi 2.2.1 e 2.2.3). Per il teorema di integrazione
termine a termine 2.2.17, Vx € ]—1,1[, st ha

Z% fx—d =[—log(1—1)]; =—log(1—x). <

2.3 SerIE DI TAYLOR

2.3.1 DEFINIZIONI E PROPRIETA FONDAMENTALTI

Se I ¢ unintervallodi R e f € C*(I,R), possiamo considerare i polinomi di Taylor
di f di punto iniziale ¢ €7 e diordine 7 arbitrario

(k)
(=3 P e
Risulta naturale vedere questi polinomi come somme parziali di una serie di potenze.

Definizione di serie di Taylor’

Siano I CR intervallo, f € C*°(I,R) e ¢ €. Chiamiamo serie di Taylor di f
di punto iniziale ¢ la serie di potenze
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Ovviamente se x = ¢ la serie di Taylor converge e ha somma f(c). Per valori di x
diversi da ¢ la serie potrebbe non convergere o convergere a una somma diversa da f(x).

Definizione di funzione sviluppabile in serie di Taylor

Siano I C R intervallo, /] C I intervallo, f € C*(I,R) e ¢ €]. Diciamo che
f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale ¢ in J se la serie di Taylor di
punto iniziale ¢ di f converge puntualmente in J e, Yx €], st ha

+00 (n)c
Zf ()

n!

(x—c)" =f(x). (2.3.1)

n=0

Diciamo che f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale ¢ se 38 e R*
tale che f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale ¢ in INJc—&,c+ .

\

Luguaglianza (2.3.1) equivale a lim,_,, T, (x)= f(x), cioe

nkr—l{loo Rc’n (.X' - O

dove R, ,(x)=f(x)—T,,(x) ¢ il resto della formula di Taylor.

2.3.1 Esempio. Vediamo un esempio di funzione di classe C* che ha una serie di Taylor
convergente, ma la cui somma ¢ diversa dalla funzione.

Sia
exp(—x?), per x €R*,

fiRSE, ﬂ<x>={

0, per x =0.

Figura 2.3.1
| Grafico della funzione f; studiata nell’e-
sempio 2.3.1.

La funzione £, ¢ evidentemente di classe C*° in R*. Poiché lim__ ,(—x72)=—o00,si
ha lim_ exp(—x™2) =0, quindi £, ¢ continua in R. Studiamo la derivabilita in 0. Per
x € R* risulta

Hx)= 2x73 exp(—x_z) ,
1//(x) = (—6x_4 + 4x_6) exp(—x_z).
Derivando ulteriormente, ¢ evidente che, Y7 € N*, risulta

FP() =P, (x ") exp(—x2),

dove P, ¢ un opportuno polinomio. Si ha lim,_, 1(n)(x) = 0, perche la funzione espo-
nenziale, che tende a 0, prevale sul polinomio. Per il teorema sul limite della derivata,

>Come i corrispondenti polinomi, queste serie di potenze prendono il nome da Brook Taylor (Edmonton,
Inghilterra, 1685 - Londra, 1731).
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Vn e N*, esiste 1(n)(0) =0e fl(n) ¢ continua. Quindi f; ¢ diclasse C* in R, la suaserie
di Taylor di punto iniziale O ha tutti 1 coefficienti nulli, quindi ha somma identicamente
nulla.

Quindi la serie di Taylor di f; di punto iniziale 0 non convergea fi(x) se x#0. <

2.3.2 Esempio. Vediamo un esempio di funzione di classe C* che ha serie di Taylor con
raggio di convergenza 0.

Consideriamo la serie di funzioni Z;L:"g e~/ cos(j?x). Questa serie converge totalmen-

te, perché, Y7 €N, si ha
sup{|e_j cos(jzx)| |xe ]R} —e 7 =(e71Y,

e la serie Z;:g(e_l)] ¢ una serie geometrica di ragione minore di 1, quindi convergente

(v. esempio 2.2.1). Per il criterio di Weierstrass 2.1.23 la serie converge uniformemente,
quindi possiamo porre

H:R-R, fz(x):z.o e/ cos(jx).

Evidentemente f, ¢ continua, perché limite uniforme di una successione di funzioni
continue; dimostriamo che ¢ di classe C*° . I termini della serie sono di classe C*°, quindi,
per il teorema 2.2.16, ¢ sufficiente dimostrare che la serie delle derivate di qualunque ordine
converge uniformemente e per questo ¢ sufficiente provare la convergenza totale. Osser-
viamo che, Yx € R, si ha cos’(x) = —sinx = cos(x + 7v/2), quindi, Yz€N e Yx € R,

risulta
n

e/ cos(jx)=e"7 j*" cos<j2x + g 7'L'> :
xn

Pertanto

sup{’ d e/ cos(j?x)

dx”

x E]R} =",
Studiamo la convergenza della serie Zj':og e /7% . Siha

—j—1( 7 12n : 1 2n
lim ﬁz lim e_1<i> —e <1,

j——o00 e_ijﬂ j——o00 ]
e 1
e—l
2 e
- 3 Figura 2.3.2
J=1 I primi 4 termini della serie che definisce

lafunzione £, , studiata nell’esempio 2.3.2.
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n=0 n:l/\

S D S~

Figura 2.3.3
Le prime 4 somme parziali della serie che definisce la funzione f,, studiata nell’esem-

pio 2.3.2.

2n

. . . . . . . . 400 —7 \
quindi, per il criterio del rapporto asintotico, la serie 2.5 ¢’j7" ¢ convergente. Pertanto

la serie delle derivate 7 -sime converge totalmente.
Determiniamo la serie di Taylor di £, di punto iniziale 0. Si ha

e]cos]x Ee’zncos< >

Questo ¢ nullo se 7 ¢ dispari ed ¢ uguale a (—1)"/2 Z;L:"g(—l)”/ze_szn , se m € pari.

+0o0 n

fé(n)(O) — Z ddx

/=0

Pertanto la serie di Taylor ¢

+

%) _1)k +00

((zle) Ze j]'4/ex2/e'

=0 :O

™

a_~

Osserviamo che, Y7z € N*, n! ¢ il prodotto di 7 fattori minori o uguali a 7, pertanto
n! <n". Quindi, Yk € N*,si ha

(_1)k Jioe—j Ak 2k | _ |x|2]e io e_] Ak > Z ‘
2k = ~ (2k)! 4 2/e
7=0 7=0 7=0

una serie a termini positivi ha somma maggiore di ciascuno dei suoi termini, in particolare
del termine di indice j =2k, quindi si ha

Pt g et )% <z/e|x|>2’e

(2k)k 4= e~ (2k)%* o2 e

Qualunque sia x € R*, se k> e¢/(2|x|), allora (2/e|x|/e>2/€ > 1, quindi il termine & -simo
della serie di Taylor non converge a 0, pertanto la serie non converge. <

Vediamo ora una condizione sufficiente per la sviluppabilita in serie di Taylor di una
funzione.
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2.3.3 Teorema

Siano I C R intervallo, /'€ C*®(I,R) e c €1. Se esistono C,M € R" tali che,
VneNe VYxel,siha

fP ()| <™,

allora f & sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale ¢ in I.

\ J

DiMOSTRAZIONE. Basta provare che, Yx € I\ {c}, si ha R_,(x) — 0 per n — 4o00. Per

la formula di Taylor col resto nella forma di Lagrange, Y7 € N, esiste d,, compreso tra ¢
e x, tale che

(n+1)(d (n+1)( 4 C M+
Re(x)] = [ ) (x—c)"* = u lx—c[" < —— |x—c|"" ——0.
’ (n+1)! (n+1)! (n+ 1) e
Il teorema ¢ cosi provato. -

Il teorema 2.2.16 assicura che la somma di una serie di potenze con raggio di convergenza
maggiore di 0 ¢ una funzione di classe C*, quindi ¢ definita la serie di Taylor di tale
funzione. Questa serie di Taylor coincide con la serie di potenze assegnata, come assicura
il seguente teorema.

2.3.4 Teorema

+90 a,(x—c)" unaserie dipotenze in R e R il suo raggio di convergenza.

Siano
n=0 "n
Supponiamo R > 0 esia f: Jc—R,c+R[ — R la somma della serie di potenze.

Allora:
I) f ediclasse C*;

) laserie di Taylor di punto iniziale ¢ di f ¢laserie > 74

III) f e sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale ¢ in Jc —R,c+R[.

\ J

DimosTrAZIONE. I)  Segue dal teorema 2.2.16.
II) Peril teorema2.2.16, Vj €N, si ha f0)(c)= j'a; . Pertanto la serie di Taylor di f di

punto iniziale ¢ €

+o00 f(n)(C) +00 na 400

Z (x—c)”:Z ”(x—c)”:Zan(x—c)". u

! |
n=0 n. n=0 n. n=0

III) Dall’affermazione II segue che la serie di Taylor di punto iniziale ¢ di f converge in
Je—R,c+R[af.

Il teorema precedente assicura che una funzione f, somma di una serie di potenze di
punto iniziale ¢, ¢ sviluppabile in serie di Taylor con lo stesso punto iniziale. Possiamo
pero considerare anche la serie di Taylor per f con un diverso punto iniziale. Il seguente
teorema assicura che f ¢ sviluppabile in serie di Taylor anche in tali punti.
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2.3.5 Teorema

Siano >0 a4, (x—c)” unaserie di potenze in R e R il suo raggio di convergenza.

Supponiamo R >0 esiano f: Jc—R,c+R[ — R la somma della serie di potenze e
d€]c—R,c+R[. Allora f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale d .

DiMosTRAZIONE. Per semplificare I’esposizione dimostriamo il teorema nel caso ¢ =0. 1l
caso generale si prova con ovvie modifiche.

Dimostriamo che, se § € R* ¢ tale che [d —&8,d + 8] C ]-R,R[, cio¢ |d|+ & <R,
allora, Yx€[d —8,d + 3], st ha

k )
Z f( ) d) (x—d)* :+Zﬂnx”. (2.3.2)
n=0

Questo assicura che f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale d .
Per il teorema 2.2.16 si ha, Yk €N,

“+00

f(k)(d)zzﬂnn(n_l) (n—k+1)d"* Z“ n! pa
n=k n=k n_k)'
pertanto
$H 0 x—d) _S ST 4, ————d"*(x—d)* S d"*(x—d)t
; k! (x=d) _gk!é (n /e)v ) ZZ <> ).

Siano meN e x€[d—38,d+8]. Siha
if(kk)( (x—d)f = iz <>dn/e _d) =
f'nﬂn()w s £ (D) tomat

k=0 n=>F =0 n=m+1

Scambiamo I'ordine delle sommatorie nel primo addendo. Osserviamo che tale addendo ¢
somma di termini che dipendono da k e 7, numeri interi tali che 0 <k <7 < m, quindi
puo essere scritto come sommatoria per 7 che variada 0 a m di una sommatoria per A
che variada 0 a 7, pertanto

ff%(;’)d”’e =>4 <Z>dﬂk —d)t=

n=0 k=0

m (/e)d m
pIRALCIS Zﬂx+ZZ <>w _a)s

k=0 =0 n=m+1
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Percio, per provare I'uguaglianza (2.3.2), ¢ sufficiente dimostrare che, Yx €[d —&,d + 8],

si ha
. S ear=

=0 n=m+1

Risulta
> 3w}t et X 3 hal() )l e—at =
k=0 n=m+ =0 n=m+1 k

B Z kz'” '< )'d'"_k'x‘d'k S e nO<Z>Idl”‘k|x—d|k=

n=m+1 0 n=m-+1

el + x — )
n=m+1

Poiché |d|+|x —d| <|d|+ & <R, per il teorema 2.2.6 la serie > dn<|d| + |x _d|>” &

assolutamente convergente, quindi

Jim S (4] e —dl)' =

n=m+1
pertanto anche
m +o0
n
lim a,( Jd" " (x—d) =o0. L
LD AL

2.3.2 SERIE DI TAYLOR DI FUNZIONI ELEMENTARI

Studiamo la sviluppabilita in serie di Taylor di punto iniziale 0 di alcune funzioni
elementari di classe C*°

2.3.6 Esempio (serie esponenziale). Studiamo la serie di Taylor di punto iniziale 0 della
funzione esponenziale. Poiché la derivata di qualunque ordine dell’esponenziale € I’espo-
nenziale stesso, che vale 1 in 0, la serie di Taylor ¢

che ¢ detta serie esponenziale.
Fissato LER™, YneN e Vx € |—o0, L], risulta

d” .
dx”

X :exSeL’

pertanto, per il teorema 2.3.3, la serie esponenziale converge alla funzione esponenziale per
x € ]—o0,L]. Per I’arbitrarieta di L, cio ¢ vero Yx €R.
Quindi I’esponenziale ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale 0 in R. <
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9 7 5 31
Figura 2.3.4
Somme parziali della serie di Taylor di

punto iniziale 0 per la funzione esponen-
ziale.

2.3.7 Esempio. Studiamo la serie di Taylor di punto iniziale O delle funzioni seno e coseno.

Osserviamo che, Yx € R, si ha sin’(x) = cosx = sin(x + 7/2), pertanto, ¥n € N,
risulta sin(”)(x):sin(x—l—(n/Z)n); quindi, V2 € N e Vx € R, risulta |sin(”)(x)| <1.
Per il teorema 2.3.3 da qui segue che la funzione seno ¢ sviluppabile in serie di Taylor di
qualunque punto iniziale, in particolare di punto iniziale 0. Inoltre, se 7 ¢ pari, cioe

n=2k,con k€N, siha sin(”)(O) = sin(/e 71) =0, se n ¢ dispari, cioe n =2k + 1, con
k€N, siha sin™(x)= sin(km+7/2) = (—1)%. Percio, Yx €R, si ha

sin x = +Z.o (_1)k x2/€+1
2 2k 1 1)!

Analogamente si ha, Yx €R e Vn € N, cos™(x) = cos(x + (n/2)7'z:> , quindi risulta
|cos™(x)| < 1. Pertanto la funzione coseno ¢ sviluppabile in serie di Taylor di qualunque
punto iniziale, in particolare di punto iniziale 0. Inoltre si ha cos™(0)=0 se 7 & dispari
e cos"(x)=(—1)"/? se n ¢ pari. Percio, Yx €R, si ha

$OEDE
k)

COSX =
k=0

Quindi le funzioni seno e coseno sono sviluppabili in serie di Taylor di punto iniziale 0

n R. |

2.3.8 Esempio. Poiché la funzione esponenziale ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto
iniziale 0 in R (v. esempio 2.3.6), Yx € R, risulta

et 1/, B 1 1+(=1)”
coshx = & te :—<Z—x”+ —(—x)”>:Z_ + ( )xn’

! !
2 2\e= n! = n!

: e*—e™™ 1/35 1 =51 51 1—(=1)"
smhx: = = —x"— —(—x)" )= — X",
=3l )=2

| |
n—o 1% n—o 1%
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H
NG
=
(9]
N
=

Figura 2.3.5
Somme parziali della serie di Taylor di punto iniziale O per la funzione seno (in alto) e
coseno (in basso).

Si ha
1+ (=1) {1, se n & pari, 1—(—1) {O, se n ¢& pari,
— = Y

0, se n edispari; 2 1, se n edispari,

quindi risulta, Yx €R,

+oo 1 +0oo 1
coshx = X% sinhx = L
2. @y 2 )

Per il teorema 2.3.4, se una funzione ¢ somma di una serie di potenze, allora questa ¢ la sua
serie di Taylor, quindi la serie di Taylor della funzione coseno iperbolico di punto inizia-

le 0 ¢&laserie >77%2(1/(2k)!) x?* | mentre quella della funzione seno iperbolico ¢ la serie
T2(1/(2k + 1)) xR

Quindi le funzioni seno iperbolico e coseno iperbolico sono sviluppabili in serie di

Taylor di punto iniziale 0 in R. <



164 Capitolo 2. Successioni e serie di funzioni

A
i
\
2
1
1
1 1
1
/3
Figura 2.3.6

Somme parziali della serie di Taylor di punto iniziale O per la funzione coseno iperbolico
(a sinistra) e seno iperbolico (a destra).

2.3.9 Esempio (serie geometrica). Nell’esempio 2.2.1 abbiamo visto che la serie geome-
trica >, 1% x”, converge puntualmente in ]—1,1[ alla funzione

fiRLI[-R,  f)=—

S l—x

Per il teorema 2.3.4, f & sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale 0 in ]—1,1[; la
serie di Taylor ¢ la serie geometrica. <

/
_—
o=

\

.
oI

Figura 2.3.7
Somme parziali della serie di Taylor

di punto iniziale 0 per la funzione
x—1/(1—x).
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2.3.10 Esempio. Poniamo
f:]—1,400[ = R, f(x)=log(1+x).

La funzione f ¢ derivabile e, Yx € ]—1,+00[, si ha f/(x) =1/(1+x). Quindi (v. esem-
pio 2.3.9), per x € ]—1,1[ risulta

Pertanto, per il teorema di integrazione termine a termine 2.2.17, Yx € ]—1,1[, st ha

1 dt = x+oo n nd < (_1)n n+1 < (_1)n_1 n
og(l+x)= o 1—+t =), 2 t t—Z n+1x :Z x”.

n=0 n=1 n

Pertanto, per il teorema 2.3.4, f ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale 0
n |—1,1[.

Per x = —1 la serie ¢ opposto della serie armonica, quindi non ¢ convergente. Per
x =1 si ottiene la serie >77°5(—1)"""/n, che ¢ convergente per il criterio di Leibniz.
Per il teorema di Abel 2.2.10 la serie converge uniformemente in [0,1], quindi, per il
teorema 2.1.18, la somma della serie ¢ continua, pertanto si ha

+o0 (_1)71—1 _ +oo (_1)n—1

Z . XE}Z X :}Clir}log(l—l—x):IogZ. <
n=1 n=1
log2
=il
i Figura 2.3.8
i Somme parziali della serie di Taylor
| di punto iniziale O per la funzione

x — log(1+x).

2.3.11 Esempio. La funzione arcotangente ¢ derivabile e, Yx € R, si ha

1
14+ x2°

arctan’(x) =

Quindi (v. esempio 2.3.9), Vx € ]—1,1[, risulta

+00

arctan’(x) = Z (—1)"x*";

n=0



166 Capitolo 2. Successioni e serie di funzioni

pertanto, per il teorema di integrazione termine a termine 2.2.17, per tali x si ha

X x+oo 5 +00 n 5
arctan x = dt = Yt dr = x2
J, mrmie= ], 2 > e

n= :O

Quindi, per il teorema 2.3.4, la funzione arcotangente ¢ sviluppabile in serie di Taylor di
punto iniziale 0 in ]—1,1] .

Per x =1 laserie ¢ >7°3(—1)"/(2n 4 1) che, per il criterio di Leibniz, ¢ convergen-
te. Per il teorema di Abel 2.2.10 la serie converge uniformemente in [0,1], quindi, per il
teorema sulla continuita della somma di una serie di funzioni 2.1.18, la somma della serie ¢
continua, pertanto si ha

+

o) —1)” ) +00 —1)* )
(=1) = hmZ u x2" ! = lim arctan x = z
2n+1 x—1 p— 2n+1 x—1 4

S
il
o

Per x =—1 la serie ¢ 'opposta della precedente.

Figura 2.3.9

Somme parziali della serie di Taylor di
punto iniziale 0 per la funzione arcotan-
gente.

<

2.3.12 Esempio. La funzione settortangente iperbolica ¢ derivabile e, Vx € ]—1,1[, st ha

1
secttanh’(x) = .
W)=1—53
Quindi (v. esempio 2.3.9), per x € |—1,1] risulta
“+00
secttanh’(x) = Z X
n=0

pertanto, per il teorema di integrazione termine a termine 2.2.17, Vx € ]—1,1[ si ha

X 1 x +oo 1
dt = T Pasan
= [ Sa=3 s

secttanh x = f

0
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Quindi, per il teorema 2.3.4, la funzione settortangente iperbolica ¢ sviluppabile in serie di
Taylor di punto iniziale 0 in ]—1,1] .

Per x =1 laserie ¢ >."°01/(2n+ 1) che si comporta come la serie armonica, quindi
non ¢ convergente.

Per x =—1 la serie ¢ 'opposta della precedente. <
—1 |
| 1
1 Figura 2.3.10
/ /35 Somme parziali della serie di Taylor di
I punto iniziale O per la funzione settortan-

gente iperbolica.

2.3.13 Esempio (serie binomiale). Studiamo la serie di Taylor di punto iniziale 0 della
funzione

f:]-1,400[ =R, fx)=(1+x)",
dove @ € R\ N. Escludiamo i valori di @ naturali, perché in tal caso f ¢ polinomiale,
quindi le derivate di ordine superiore all’ordine del polinomio sono identicamente nulle,
pertanto la serie di Taylor ha solo un numero finito di termini non nulli.

Si ha, Vx € ]—1,400[,

f(ﬂ)(x) =a(a—1)...(a—n+1)(1+x)"".

Pertanto f™(0)=a(a—1)...(a —n+1) e la serie di Taylor di f di punto iniziale 0 ¢

+2’° ala—1)...(a—n+1) ,

" X .
1—0 n.

Il quoziente a(a —1)...(a —n +1)/n! € una generalizzazione dei coeflicienti binomiali,
perchése a €N e a>n siha

ala—1)---(a—n+1) ala—1)---(a—n+1)(a—n)---1 a! <a>.

n! n(a—n)---1 n(a—n) \n
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Per questo motivo utilizziamo la notazione definita per 1 coeflicienti binomiali anche per
indicare questi quozienti. Quindi, per « € R\ N e 7 € N, poniamo

1, se n=0,

<a>: ala—1)---(a—n+1) 7'1:3(‘7‘_f)
n == , seneN*,
n! n!

Quindi la serie di Taylor di /* puo essere scritta nella forma

+00
a
> (0)
n=0 \7?
che ¢ detta serie binomiale.

Non ¢ facile verificare che, per questa funzione, risulta f(x)— 7, ,(x) = R, ,,(x) = 0

per n — +00, quindi studiamo la sviluppabilita della funzione con altri metodi.
Determiniamo anzitutto il raggio di convergenza della serie. St ha

<nil> [T/ o(a—7) n! a—n

= = . 2.3.3
<a> (n+1)! H;.:Ol(a—j) n+1 (2:3.3)
n
Quindi,
)
N\ +1/] la—n|
n—-+00 o n—+oo p -+ 1 i

a
n
pertanto, per il teorema 2.2.13, il raggio di convergenza della serie ¢ 1, quindi converge

in ]—1,1].

Dimostriamo che, Yx € ]—1,1[, la somma della serie ¢ uguale a (14 x)*. Per questo
dimostriamo che, posto

g: L1 —-R, g(X)=+ZO?<a>x”,

n=0 n

risulta (14+x) *g(x) = 1. Evidentemente ['uguaglianza vale per x = 0. Osserviamo che,
per il teorema 2.2.16, g ¢ derivabile con derivata > <Z> nx""!. Inoltre, Vx € ]—1,1[,
risulta

j_x((1+x)‘“g(x)) =—a(l+x)"g(x)+(1+x)7g(x) =

—(4 x)—a—1<_a :: <Z> X" +(1 +x)§<z> nx”—1> =

L +)<_§<> ) f( : 1><n F f()) _
—(1+ x)—a—1<_a, n <01‘> + :: <—a<z> + <n j_ 1>(n +1)+ <Z> n> xn>
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—a—|—<j> =—a+a=0
e dall’'uguaglianza (2.3.3) segue

_a<z)+<njl><n+1>+(z>n:_a<z>+(z>i;jm+l>+<z>n:o;

o4

Si ha

pertanto la funzione x — (1+x) #g(x) ha derivata identicamente nulla. Poiché per x =0
tale funzione vale 1, essa vale identicamente 1, quindi g(x)=(1+x)*.

Pertanto la funzione x — (1+ x)* & sviluppabile in serie di Taylor di punto iniziale 0
in —1,1[.

Studiamo la convergenza per x = %1, cioe la convergenza delle serie

f <“> f(—l)”(i) (2.3.4)

n=0 n

a
n+1

segni discordi, quindi la prima di queste serie ¢ definitivamente a termini di segno alterno,
mentre la seconda ha termini definitivamente di segno costante.
Dall’uguaglianza (2.3.3) segue che, Ya € R\ N ¢ Vn €N tale che n >, si ha

o ’ >1, sea<—1,
n+1)| |a—n| n—a

= = =1, sea=-—1, (2.3.5)
o n+1 n+1
n

Osserviamo che dall’uguaglianza (2.3.3) segue che, se n > «, allora (Z) e ( ) hanno

<1, sea>—1.

Da qui segue

a a
+ 1 = - )
o[, 5o )l==)
cioe

a a a
= —(n+1 . 2.3.6
()| =G0l ) @39
Se a < —1, allora, per la (2.3.5), la successione <|<Z)|> o ¢ definitivamente crescente,

quindi non ha limite 0, pertanto le serie (2.3.4) non convergono.
Se @ >0, allora, per I’equazione (2.3.6), si ha

() (Bl )=

n

>

n

22

¥ B b[a]+1
- (A 26D
_ é((m + 1)’<[a]a+ 1) —(n+1) <n i 1>’> < [a]a+ 1 K[a]a+ 1>’
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Quindi la successione delle somme parziali della serie > |<Z>| ¢ superiormente limitata;
poiché la serie ¢ a termini non negativi, questo assicura che ¢ convergente. Pertanto le

serie (2.3.4) convergono. Inoltre si ha
a
n

o)

quindi la serie di potenze >7°7 <Z>x” converge totalmente, percio, per il criterio di Weier-

b

x € [—1,1]} =

strass 2.1.23, converge uniformemente, pertanto, per il teorema 2.1.18, la somma della serie
¢ continua. Quindi si ha

+00 +00
Z<a>:1im <a>x” = lim(1+ x)* =2¢%,
n n x—1

n=0 x—l n=0
+o0o +0o0o
o o
—1)" = lim x” = lim (14 x)*=0.
; <n>( ) Xﬁ—lg <n> x—>—1( )

Se —1 < a < 0, allora, per la (2.3.5), la successione <|(Z>|> o ¢ definitivamente de-

crescente, quindi ha limite non negativo. Dimostriamo che tale limite ¢ 0. Per n € N* si

ha
: 1
n)l H;l;o la— /] (2n)! _ }Zinﬂ ] ?lnﬂ ] B
‘ ¥ g Z e/l TE5 =) I G —1—2)
2n
2n : 2n
1
=[] —L—-= <1+i>,
Pl Rl e A J—1—a

Poiché tutti 1 fattori sono maggiori o uguali a quello che si ottiene per j =2#n, utilizzando
la disuguaglianza di Bernoulli si ha

2n 2n n
1 1 1
i=nt J—1—«a j=nt1 2n—1—a 2n—1—a
1+« 1 3+«
>l4+4n—>1+—-(14+a)= .
B 2n—1—«a 2( ) 2

Pertanto si ha
2

3+«

a a
< ;
da cui segue immediatamente che, Yk € N, risulta

=<2

Poiché 2/(3+ a) < 1, risulta (2/(3 + oz))l€ — 0, per k — +00, quindi anche |(20§€>| — 0.

b

Pertanto la successione <|<Z>|> ,, convergea 0, perché ha limite e ha una sottosuccessione
ne

convergente a 0.
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Allora, per il criterio di Leibniz, la serie >77°9 |< >| J' & convergente. Si verifica
<n>|(_1)n = (Z) , quindi la serie

(Z) ¢ convergente. Per il teorema di Abel 2.2.10 la serie di potenze converge unifor-

facilmente che, per 1 valori di @ che stiamo studiando,

—+o00
n=0

memente in [0, 1], quindi, per il teorema 2.1.18, la somma della serie ¢ continua. Quindi

si ha
+00 +00
Z(“) = lim <“>xn =lim(1+x)* =27
n x—1 P n x—1

n=0 =0

La serie 37729 (%)(—1)" non converge. Infatti tale serie coincide con 3355 |(%)] e se,
per assurdo, questa fosse convergente, allora ragionando come nel caso o > 0, la serie
binomiale sarebbe convergente totalmente in [—1,1]; da cio segue

g )

lim (1+2x)* = lim f <a>x” = f <“>(—1)n

x——1 x— 171:0 n =0 n

che ¢ assurdo, perché lim (14 x)* =+4o0.
Riassumendo, la serie binomiale 33795 (%)x" converge se e solo se
el-1,1[, se @ € |[—o0,—1],
€ ]-1,1], se 2 € |—1,0,
e[—1,1], se « € 10,400 \N.

In ogni caso la somma della serie ¢ (1+x)*. <

2.3.14 Esempio. Lafunzione arcoseno ¢ derivabile in ]—1,1[ e per x in tale insieme si ha

. 1
arcsin’(x) = =(1—x?)"12,
1—x?

Pertanto (v. esempio 2.3.13), per x € |—1,1[, risulta

arcsin’(x) = 2 <_1/ 2>(—1)"x2" .

n
St ha, Vn e N*,

—1/2\ l<_1><_§> <_2n—1>_(_1)n L3 @eol) @
n ) w'\ 2)\ 2/ 2 ) 2-4...2n) 2n)
(23.7)
utilizzando la notazione k!! che indica, se £ ¢ un naturale dispari, il prodotto di tutti i

naturali dispari da 1 a % e, se & ¢ un naturale positivo pari, il prodotto di tutti 1 naturali

parida 2 a k. Quindi

S 2n—1)!
. / . 2n
arcsin’ (x) =1+ E —x

Pertanto, per il teorema di integrazione termine a termine 2.2.17, Vx € ]—1,1[ , st ha

o &2 Zn—l”
arcsinx = dt = 1+ 2”>dt =x+ x2”+1.
[ = [ (+ O > o
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K
Il
YR

Figura 2.3.11
Somme parziali della serie di Taylor di punto iniziale O per la funzione x — (14 x)* per
alcuni valori di @ . Notare che la scala verticale cambia da un grafico all’altro.

Quindi, per il teorema 2.3.4, la funzione arcoseno ¢ sviluppabile in serie di Taylor di punto
iniziale 0 in |—1,1].

Per x =1 la serie ¢

n—l)”
1+ 2.3.8
Z (2n+1)( ( )

Dimostriamo che questa serie converge. Per ["'uguaglianza (2.3.7), si ha

mon~mr ) e ()=o)
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n(1)2
= 1 n+1
quindi, per il criterio del confronto asintotico, anche la serie (2.3.8) converge
Poiché, per n € N*, si ha

2n—1)!
sup{‘ ( n ) x2n+1
(27 4 1)(2n)!!

Poiché 1/2> 0, per quanto visto nell’esempio 2.3.13, la serie >7¥%3(—1)"(,}}) converge,

_ @a—1n
vl 1]} T 2+ D)2’

la serie di potenze converge totalmente, quindi, per il criterio di Weierstrass 2.1.23, converge
uniformemente; pertanto, per il teorema 2.1.18, la somma della serie ¢ continua, percio

+00

(2n—1)! . . s
1+ = limarcsinx = —.
Z 2r+1)2n)!  x—1 2
Analogamente, la serie converge per x =—1 e la somma ¢ uguale a —7/2 <
\
mf2 p------
-1 |
} 1
7777777 —r)2
3 .
/ 5 Figura 2.3.12
/. Somme parziali della serie di Taylor di

punto iniziale 0 per la funzione arcoseno.

2.3.15 Esempio. La funzione settorseno iperbolico ¢ derivabile e, ¥Yx € R, si ha

1
sectsinh’(x) = = (14 x2)2,
0= e -4+

Pertanto (v. esempio 2.3.13), per x € ]—1,1[ risulta

sectsinh(x) = > <_1/ 2>x2”

n=0 n

Dall’uguaglianza (2.3.7) si ha, Y7 € N*,

<_;11/2> =(—1)" % |

2 —1
sectsmh =1+ Z 712 ”) x2"
7)

quindi
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Pertanto, per il teorema di integrazione termine a termine 2.2.17, Yx € ]—1,1[, st ha

: | * = 2n—1)1 ,
hx = = 1 —1) " =
sectsinh x Jo — dt Jo < +;( ) 2o t >dt

“+00

- (1 @e—1 ..,
_x+; Qnt)2n)

Quindi, per il teorema 2.3.4, la funzione settorseno iperbolico ¢ sviluppabile in serie di
Taylor di punto iniziale 0 in ]—1,1].
Per x =1 laserie ¢

(=1 2n—1)
1+; (2n+1)2n)

Come visto nell’esempio 2.3.14, questa serie ¢ assolutamente convergente e da qui segue che

"(2n—1)N
1+ = lim sectsinh x = sectsinh 1 = log(1+ /2
Z 2n +1)2n)! x—t1 g( )
Analogamente, la serie converge per x = —1 e la somma ¢ uguale a —Iog(l + 1/5)
<
19
15
by
S| e
N |
| i\
***** —sectsinh 1
1
/ 2 Figura 2.3.13
/ L Somme parziali della serie di Taylor di
I punto iniziale 0 per la funzione settorse-

no iperbolico.
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FEQUAZIONI DIFFERENZIALI
ORDINARIE

3.1 ESISTENZA E UNICITA DELLA SOLUZIONE

3.1.1 EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

In questa sottosezione studiamo equazioni differenziali ordinarie del primo ordine. Con
questa espressione indichiamo un’equazione in cui I'incognita ¢ una funzione e nell’equazio-
ne compare la derivata dell’incognita. Il termine “ordinaria” significa che non compaiono
derivate parziali, cio¢ la funzione incognita dipende da una sola variabile. Vengono chia-
mate del primo ordine, perché nell’equazione compare solo la derivata prima. Studieremo
solo equazioni “in forma normale”, cio¢ in cui a primo membro compare solo la derivata
della funzione ed essa non compare a secondo membro. In generale un’equazione di tale
tipo ¢ della forma

' (t)=f(£,9(2)), (3.1.1)

dove f ¢ una assegnata funzione di due variabili a valori reali e y ¢ la funzione incognita.

Solitamente si cerca una soluzione dell’equazione che verifichi una “condizione inizia-
le”, cioé che assuma un valore assegnato in un punto fissato del suo dominio. Abbiamo
quindi un problema del tipo

{y’(t) =f(t:5(1)), (3.1.2)

y(ty) =9o»

dove f:A — R, con A C R?, e (t5,y,) € A. Questo problema ¢ detto problema di
Cauchy!® per un’equazione differenziale ordinaria del primo ordine.

L’equazione (3.1.1) ha una semplice interpretazione geometrica. Una soluzione ¢ una
funzione il cui grafico ¢ una curva del piano di cui ¢ assegnata in ogni punto la retta tan-
gente. Infatti se il grafico di una funzione che verifica ’equazione (3.1.1) passa per il punto
(t,y), allora la funzione in ¢ ha derivata f(t,7y), pertanto la retta tangente al grafico ha
coefliciente angolare f(¢,y) (v. figura 3.1.1).

Definiamo anzitutto cosa intendiamo per soluzione di un problema di Cauchy.

18La condizione prende il nome dal gia citato Augustin-Louis Cauchy (v. nota 10) che fu tra i fondatori della
teoria delle equazioni differenziali.
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Figura 3.1.1

Le frecce indicano la direzione della tan-
gente al grafico di una funzione che verifi-
ca ’equazione differenziale

2
y'(t)= ((y(t) + t) /2)— 1.
In rosso alcune funzioni che verificano ’e-
quazione.

Definizione di soluzione di un problema di Cauchy per un’equazione

Siano A C R? aperto, f € C(A,R), (t5,7,) €A, I CR intervalloe v: I — R.
Diciamo che v ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.2) quando si ha:

) veCYl,R);
) Veel, (t,0(z))€Ae

D) tyel e v(ty)=y,.

\ J

In questa definizione non viene fatta alcuna precisazione sull’intervallo / dominio del-
la soluzione. Questo perché in generale non si hanno informazioni sul dominio di una
soluzione se non la si determina esplicitamente. Anche se la funzione f che definisce I’e-
quazione ha dominio R?, pud non esistere una soluzione con dominio R, come mostra il
seguente esempio.

3.1.1 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

{y’(t) = exp(—y(t)),

3.1.3
y(0) =yp- 1)

dove y, eR.

Sia v una funzione, definita in un intervallo contenente 0, che verifichi ’'equazione
differenziale e tale che ©(0) = y,. Una tale funzione v verifica, per ogni ¢, 'uguaglianza
v'(t)exp(v(r)) =1, cioe

d

7 exp(v(t)) =1;

pertanto 3¢ € R tale che, per ogni ¢, si ha exp(v(t)) =t +c. Poiché v(0) = y,, deve
essere ¢ = exp(v(O)) = e’ , pertanto exp(v(t)) =t+e”.Siha exp(v(t)) > 0, quindi se
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t € 9(v) deve essere ¢ +e” >0, cioe t > —e’. Quindi se v verifica la (3.1.3) risulta
P(v) C J—e¥,+00[ , pertanto non esistono soluzioni di dominio R.

Osserviamo che da exp(v(t)) =t +e% segue v(t) =log(t +e”) e si prova facilmente
che la funzione
v: ]—e’,+oo[ - R, v(t) =log(t + ™),

verifica la (3.1.3). <

Figura 3.1.2
Soluzioni del problema di Cauchy (3.1.3)
per y,=-—2,—1,0,1,2,3.

Integrando entrambi i membri, il problema di Cauchy (3.1.2) puo essere trasformato

nell’equazione integrale
t

v(t):yo—i—f f(s,v(s))ds; (3.1.4)

ty

questa ¢ piu semplice da studiare, inoltre se ne possono agevolmente trovare soluzioni
approssimate.

Precisiamo la corrispondenza tra le soluzioni del problema di Cauchy (3.1.2) e le solu-
zioni dell’equazione integrale (3.1.4).

3.1.2 Teorema

Siano A CR? aperto, f € C(A,R), (ty,7,) €A, I CR intervallo tale che t, €1
e v: I > R. Lafunzione v ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.2) se, e solo se,

) veC(,R);
M Veel, (t,v(t))EA e v(t):yo+f;;f(s,v(s))ds.

. v

DimOSTRAZIONE. Sia v € C1(I,R) soluzione del problema (3.1.2). Per la definizione di so-
luzione vale 'affermazione I e, V¢ €1, (t, ’U(t)) € A. Inoltre, per il teorema fondamentale
del calcolo integrale, Yt €1, si ha

(0 =)= | w)ds= [ fs,000)ds:
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quindi
v(t) =y, +f f(s,0(s))ds

e vale I'affermazione IL

Viceversa, sia v: I — R che verifica le affermazioni I e II. Dall’affermazione II se-
gue v(ty) = y,. Inoltre, per il teorema fondamentale del calcolo integrale, la funzione
t—y,+ L’; f(s,o(s))ds ¢ derivabile, con derivata f(t,(z)); pertanto v ¢ derivabile con

derivata continuae, Yt €1, risulta v'(t) = f <t, v(t)) . Quindi v ¢ soluzione del problema
di Cauchy (3.1.2). [ |

Enunciamo ora il principale teorema relativo all’esistenza di soluzioni di un problema

di Cauchy.

3.1.3 Teorema (di Peano'’)

Siano A C R? aperto, f € C(A,R) e (t,,7,) € A. Allora esiste una soluzione,
definita in un intorno di ¢, del problema di Cauchy (3.1.2).

La dimostrazione ¢ complessa, ma si basa su una idea semplice. La soluzione viene
approssimata da funzioni il cui grafico € una curva costituita da segmenti.

Per la precisione si costruisce una successione di funzioni definite in un intervallo a
destra del punto ¢, in cui ¢ assegnata la condizione di Cauchy. Per definire la 7 -sima
funzione si suddivide tale intervallo in 7 parti uguali, nel primo intervallo il grafico della
funzione ¢ un segmento che ha un estremo in (zy,7,) e coefliciente angolare f(zy,7,)-
Negli intervalli successivi il grafico € un segmento che ha estremo sinistro coincidente con
’estremo destro del segmento precedente e coefficiente angolare il valore di f nell’estremo
SINIstro.

Successivamente si dimostra che la successione ottenuta ha una sottosuccessione unifor-
memente convergente e che il limite della sottosuccessione ¢ la soluzione cercata.

DimosTRAZIONE. Per il teorema 3.1.2, ¢ sufficiente dimostrare che esiste una soluzione
dell’equazione integrale (3.1.4).

Poiché A ¢ aperto, esistono a,b € RT tali che [ty—a,ty+a] X [y,—b,y,+b]CA.
Poniamo

M :max{|f(t,y)| |telty—a,ty+al,y E[yo—b,yo-i-b]}.

Questo massimo esiste per il teorema di Weierstrass, perché stiamo considerando una fun-
zione continua in un insieme compatto. Posto & = min{a, b /M}, dimostriamo Iesistenza
di una soluzione definita in Iy =[t,,2,+J |; in modo analogo si dimostra Iesistenza di una
soluzione definita in [#,—3&, ;] . Per semplificare le notazioni poniamo J, = [y,—b,y,+5].

1l teorema prende il nome da Giuseppe Peano (Cuneo, 1858 - Torino, 1932) che lo enuncid con una dimo-
strazione incompleta nel 1886 ¢ lo dimostro rigorosamente nel 1890. Peano ottenne importanti risultati in logica
matematica, algebra lineare e in vari settori dell’analisi tra cui le equazioni differenziali. Fu anche studioso di

filosofia.
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Costruiamo anzitutto una successione di funzioni continue da Iy a J), che, in qualche
senso, approssimano una soluzione. Tali funzioni sono affini a tratti, cioe il dominio &
scomposto nell’unione di un numero finito di intervalli in ciascuno dei quali esse sono
definite tramite un polinomio di primo grado.

Sia » € N*; per 1 =0,1,...,n poniamo t,; = t, +(i8/n). Osserviamo che si ha
ty=t,,<t,  <--<t,,=1t+03. Definlamo v,: [y — R ponendo

oio=]

Yos
vn(tn,i)+f<tn,i’vn(tn,i)>(t_tn,i)’ per S ]tn,i’tn,i—l-l]’ 120,1,,7’1—1

per t =t,,

I
I 2
L > > > = > > > ’Z)}
L= = 1 Y
B =
> - w/‘}//‘/‘///}
L VA A AV A AV A S A AV &N .
Yo jfjf\ p ; ;M ;M j ;M ; ;M ;M ; ; i i‘f;::si;ijmi di una soluzione
P ; 4 4 ; ; 4 w; P ; ; e di un problem-a di Caqchy co-
t, for byt by =ty by Ly L+ struite nella dimostrazione del

teorema 3.1.3.

Proviamo che v,(t) € J,, per ogni ¢ € Iy, quindi ¢ definito f(z,;,v,(z,;)) ¢ la
definizione di v, ¢ ben posta. Infattise ¢ € ]t, ¢, ], allora

|04 (£)=20| = [0, (£,0) + f (2,00 0 (£,0) )t = 1,.0) =0 | = | £ (20> 0, (80) ) (2 — 1) | < M(t —15).

Pertanto 5
|f0n(t)—yo| <M=-<MSE<Lb,
n

quindi v,(¢) €], . Inoltre risulta |v,(t,,)—y,| < M(t, —1ty). Se t €]t,,,t,,], allora

|vn(t)_y0| — |vn(tn,1)+f<tn,1’vn(tn,1)>(t - tn,l)_y0| <
<0, (80,0) = o] + |f (£, 080, D) — 1, )] SM (2,1 — 1) + M (2 — 1, 1) = M(t —15).

Pertanto
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quindi v,(t) €], . Se si ripete il ragionamento per gli intervalli successivi si prova che,
Vi 613 , siha |v,(£)—y,| < M(t—1t,), percid tutti i v,(z,;) appartengono a J, , quin-
di v, ¢ ben definita, e ha valori in J, ; pertanto {v, |7 € N*} ¢ equilimitato. Inoltre v, &
evidentemente continua nei punti diversi da ¢, ; e, calcolando i limiti destro e sinistro, si

verifica che ¢ continua anche in tali punti.
Osserviamo che, posto

f(t0:%0) per t €[ty,t, ],
en o]

f(tn,i’vn(tn,i»’ per 4 e] NA] nz—I—l] ’ i:1,2,...,n—1,

risulta v, (£) =@, (t),se t €Is\{t,15t,25--5,,_1}, pertanto, V¢ € I,

vn(t):yo+ft¢n(s)ds. (3.1.5)

0

Per neN* e t€ly siha

|0, (t)] <max{|f(t,y)||t €15,y €], } =

< Jt|gan(s)|ds < fths
T T (3.1.6)

Quindi, per ¢ € RY, siha, Vi,v €y, [t —7|<e/M = |v,(t)—v,(7)| < ¢, pertanto
{v,|n € N*} ¢ equicontinuo.

pertanto, V¢,7 €1y, siha

Jj@Aﬂds—J:¢Aﬁds

0

|2,(t) = ,(7)] < = M|t —1]|.

L'insieme {v, |7 € N*} ¢ equicontinuo ed equilimitato, quindi, per il teorema di Ascoli-
Arzela, esiste una sottosuccessione (v, ),y uniformemente convergente a una funzione
n

v: Iy — [, continua.
Dimostriamo che, V¢ € Iy, si ha v(t) =y, + f; f(s,v(s))ds e quindi, per il teore-
0

ma 3.1.2, v ¢ soluzione del problema di Cauchy. Utilizzando I'uguaglianza (3.1.5), si ha,
VneN*, Yiely,

ol)=30— | flssot6))ds|=

0

fv(t)—kan(t)+f @ (s)ds —J f(s,kan(s))ds +

lo 0
t

+£?@%y»%—ﬁfbwwﬂss

0 0

<|o(z )= ( |+J |g0,€ 5 p, ( |a’s+f |f 5 vy, ( ) f(s,fv(s)>|d5,

(3.1.7)

Per il teorema di Heine-Cantor f ¢ uniformemente continua in Iy X J,, quindi, fissato
¢ €R™, dp, e R tale che

V(t,00), (8 0,) €15 X ], <|t1_t2| <Ay —xl< ’75> = |f(tp0) = f(t232)| < ¢
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Sia n €N tale che &8 /k, <7., MS [k, <7, e suplv, —v|<n,. Per semplificare la nota-
zione indichiamo con 7 il numero &, . Sia t € I . Allorasiha ¢, (1) :f(tm,i"vm(tm,i»

per un opportuno i tale che ¢,,; <t <t pertanto 0< ¢t —¢t, . <8 /m <7, , quindi,

m,i+19
dalla disuguaglianza (3.1.6), segue

|7)m(tm,i)_vm( )|<M<t_t )<M8/m<77£

Pertanto

|§0m(t)_f<t’vm(t>>| — |f<tm,i’7)m(tm,i)>_f<t’7)m(t)>| <e.

Poiché suplv,, —o| < 7, si ha |f(t,v,,())— f(£,9(t))| < ¢, quindi dalla disuguaglian-
za (3.1.7) segue

v(t)— 7, —f f(s,v(s))ds

0

<€+f eds—i-f eds=e+2(t—1ty)e <(14+28)e.

0 0

Poiché questa disuguaglianza vale Ve € R, risulta o( f f (s v(s ) =0.

Il teorema ¢ cosi dimostrato. [

3.1.4 Osservazione. In questa dimostrazione abbiamo provato I’esistenza di una soluzione
del problema di Cauchy nell’intervallo [z,,t,+ 8], con & =min{a,b/M} (conserviamo
la notazione della dimostrazione). Vediamo una motivazione della scelta di & .

Si puod dimostrare che, se K ¢ un compatto contenuto in A tale che (z;,y,) € intK , allo-
ra ogni soluzione del problema (3.1.2) si puo prolungare, a sinistra e a destra di ¢,, almeno
fino a che il suo grafico non esce da K . In particolare consideriamo il rettangolo compatto
K =[ty—a,ty+a]x[y,—b,y,+b]. Studiamo una soluzione v del problema di Cauchy a
destra del punto ;. Il grafico di questa soluzione esce dal rettangolo o intersecando il lato
di destra, oppure quello inferiore, oppure quello superiore.

Sia ¢ > t, tale che il grafico di v rimane in K almeno fino a ¢, cioe ¢ ¢ tale che
t<ty+ae Vte€[tyt],stha v(t)E[y,—b,y,+b]. Allora, per il teorema di Lagrange,
Yt €ty £ ], 37 € Jty, t[ tale che

|o(t) = 0| = |o(t) = v(to)| = |0 ()|(t — 1) = | f (75 0(7)) | (t — ) -

Si ha <T,’U(T)> € K, quindi risulta |f<T v(T >| < M, pertanto |v(t)—y,| < M(t —1,),
cioe

Yo—M(t —t5) < 0(t) <y +M(t —15).
Pertanto a destra di ¢, il grafico di v, finché non esce dal rettangolo K, ¢ compreso tra
le rette di eq.uazione. y= yo'—M (t _.to) e yo+M(t —t,). Calcoli analpghi provano che
lo stesso avviene a sinistra di #y, ma in tal caso le due rette sono scambiate. Queste rette
intersecano la retta t = t,+ & nei punti di ordinata y, +a/ .

Se b/M > a, allora le due rette rimangono all’interno del rettangolo K per ¢ in tutto
I'intervallo [ty —a,t,+a], quindi la soluzione puo uscire da K solo dal lato destro e dal
lato sinistro.

Se b/M < a, allorale due rette escono da K in punti diascissa ty=+(b /M) elasoluzione
puo uscire da K anche dal lato superiore o inferiore.
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y:yo_M(t_to) y:yo+M(t_to)

yo+b

Yo

yo_b

Figura 3.1.4

lustrazione dell’osservazione 3.1.4. Una soluzione v del problema di Cauchy (in rosso)
¢ compresa tra le rette di equazione y =y, —M(t —ty) e yo+M(t —t,).

In alto: quando &/M >a siha 8§ =a; in questo caso una soluzione puo uscire dal rettan-
golo [ty—a,ty+a] X [y,—b,y,+ b] solo dal lato destro e da quello sinistro.

In basso: quando 4/M < a si ha 8§ = b /M ; in questo caso una soluzione puo uscire dal
rettangolo [ty —a,ty+a]x [vy—b,y,+ b] da qualunque lato.

Percio la soluzione v ¢ definita, a destra di #;, in un intervallo di lunghezza a oppure
in un intervallo di lunghezza almeno & /M ; in ogni caso in un intervallo di lunghezza

maggiore o uguale a § =min{a,b/M}. <

Per il teorema di Peano, un problema di Cauchy ha soluzione, se la funzione che deter-
mina la derivata ¢ continua. Il seguente esempio mostra che vi possono essere piu soluzioni.

3.1.5 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

{y’u):z\/ (), 65.18)
=0.

y(0)=

Evidentemente questo problema ha come soluzione la funzione identicamente nulla.
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Anche la funzione
v7:R—->R, o(t)=tlt],

¢ soluzione. Infatti V¢ € R* si ha
V() =t|+ tsgn(t) =2[t| = 24/ |t]t]| =2/ |v(0)];

2'(0) =lim v0)=0O el lim|¢| =0=2+/|v(0)].
t—0 t—0 t—0 ¢ t—0
Inoltre ©(0) =0. Quindi il problema di Cauchy (3.1.8) ha due soluzioni distinte.

Si verifica facilmente che esistono altre soluzioni del problema. Sono soluzioni la fun-
zione che coincide con v in R* ed € nullain J—00,0] e quella che coincide con v in R~
ed e nulla in [0,400[. Inoltre qualunque siano a € ]—00,0] e b €[0,400[, € soluzione
la funzione

—(t—a)?, set<a,
w:R—->R, w(t)=+0, sea<t<b, <
(t—b)Y, set>bh.

A A R A R A /A A A A A
A A A A A A A A A
pPrrr ot Pt A A
A A A, A A A
A S A A A
7/ VA A 7 rv A 77
77 A / A A A
7ot Pttty / ry ettty
1ot A A A ! Pyttt
Pt A A f A A A A
v w

Figura 3.1.5

Due soluzioni del problema di Cauchy (3.1.8).

Se si aggiunge una ulteriore ipotesi sulla funzione f, allora la soluzione del problema
di Cauchy e unica. Dobbiamo precisare cosa significa che la soluzione ¢ unica. Secondo la
definizione data, qualunque restrizione di una soluzione a un intervallo contenente il punto
iniziale #, ¢ ancora una soluzione. Pertanto si puo parlare di unicita della soluzione solo
prescindendo dalle differenze di dominio, cioe chiedendo che due soluzioni, pur potendo
avere domini diversi, coincidano nei punti in cui entrambe sono definite.
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Definizione di unicita della soluzione

Siano A C R? aperto, f: A — R e (t5,7,) €A. Diciamo che ¢’¢ unicita della
soluzione per il problema di Cauchy (3.1.2) quando, qualunque siano v € C(I,R)
e w € C(J,R), soluzioni del problema, Yt €I NJ,siha v(t)=w(t).

Introduciamo una condizione utile per stabilire 'unicita per un problema di Cauchy.

Definizione di funzione lipschitziana

Siano ACR? e f:A—>R.
Diciamo che f ¢ lipschitziana rispetto alla seconda variabile uniformemente
rispetto alla prima quando 3L € R™ tale che

V(t,90),(t:5) €A, |f(£,31)—f(£,92)] < Llyy — 3.

Diciamo che f ¢ localmente lipschitziana rispetto alla seconda variabile uni-
formemente rispetto alla prima quando, Y(z,y) €A, esiste U intorno di (,y) tale
che f Low ¢ lipschitziana rispetto alla seconda variabile uniformemente rispetto alla
prima.

\ J

3.1.6 Osservazione. Se una funzione continua ¢ localmente lipschitziana rispetto alla se-
conda variabile uniformemente rispetto alla prima, allora ¢ lipschitziana rispetto alla secon-
da variabile uniformemente rispetto alla prima in ogni compatto incluso nel suo dominio.
Per provare questo, dimostriamo che se esiste K, compatto contenuto in A, in cui f
non ¢ lipschitziana allora non ¢ localmente lipschitziana.
Sia K C A compatto su cui [ non ¢ lipschitziana; allora

VreN, I(t,,v,),(t,,w,)€K: |f(t,,0,)—f(t,,©,)|>nlv, —w,]|. (3.1.9)

Per il teorema di Weierstrass, |f| ha massimo in K. Indichiamo tale massimo con M .
Da (3.1.9) segue

9 =01 S = [ (109, = (102, S = (| 12|+ 1 (1,)]) S 20 ——30.

7n n——+400
Poiché K ¢ compatto, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, la successione ((tn, vn)>
neN

ha una sottosuccessione ((tk » U )) convergente a un elemento di K, che indichia-

neN
mo con <?,5). Poiché v, —w, — 0, risulta anche (#, ,w;, ) — <?,5> . Allora, qualun-
que sia U intorno di (f,?), definitivamente risulta (¢, ,v, ),(t, ,w, ) € U; poiché va-

le (3.1.9), f non ¢ lipschitziana in U . Pertanto f non ¢ localmente lipschitziana. <

3.1.7 Osservazione. Solitamente non ¢ facile dimostrare che una funzione f: A —» R ¢
lipschitziana o localmente lipschitziana verificando la definizione. In molti casi si puo de-
durre la lipschitzianita di una funzione da proprieta delle sue derivate che sono piu semplici
da verificare.

Se A ¢ aperto e convesso, una semplice condizione che implica la lipschitzianita ¢ che f
sia derivabile parzialmente rispetto alla seconda variabile, con derivata limitata. Infatti, in
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tal caso, se (t,y,),(t,y,) € A, allora, per la convessita di A, il segmento di estremi (z,7,)
e (t,7,) ¢incluso in A, quindi la funzione y — f(¢,y) ¢ definita nell’intervallo di estre-
mi y, e y,. Per il teorema di Lagrange, esiste 7 appartenente a tale intervallo tale che

J (&)= f(t,3,) = £,(n)(y1 —22), pertanto

f(ts30) = F (&3] = £, ()l =2l < sup{|£,(,9)] | (£,7) € A}y, — 1.

Se A ¢apertoe f ¢ derivabile parzialmente rispetto alla seconda variabile, con derivata
continua, allora f ¢ localmente lipschitziana. Infatti se (¢,7) € A, scelto r € RT tale

che g((t, ), r) C A, per il teorema di Weierstrass fy ¢ limitata in g((t, »), r), quindi
anche in $((¢,7),7), che ¢ convesso. Per quanto osservato sopra f ¢ lipschitziana in tale
insieme. <

3.1.8 Teorema (di Cauchy)

Siano A C R? aperto, f € C(A,R) e (t;,7,) € A. Supponiamo f localmente
lipschitziana rispetto alla seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima. Allora
esiste una soluzione, definita in un intorno di ¢,, del problema di Cauchy (3.1.2) e
per questo problema ¢’¢ unicita della soluzione.

DimosTRAZIONE. Per il teorema 3.1.2, ¢ sufficiente dimostrare che esiste una soluzione
dell’equazione integrale (3.1.4).

Siano a,b € R* tali che il compatto [ty —a,ty+a] X [yy—b,y,+ b] ¢ incluso in A.
Per ’osservazione 3.1.6 f ¢ lipschitziana in tale insieme, quindi 3L € R* tale che,

V(t,,),(t,75) €ltg—a, ty+al X [yo—b,yo+ b1, |f(t,9)—f(£,95)| < LIy, —,].

Poniamo
M =max{|f(t,y)||t €[to—a,to+al,y €[yo— b,y + b1}

Questo massimo esiste per il teorema di Weierstrass, perché stiamo considerando una fun-
zione continua in un insieme compatto. Posto & = min{a,b/M}, dimostriamo I’esistenza
di una soluzione definita in Iy =[t,,,+J |; in modo analogo si dimostra Iesistenza di una
soluzione definita in [#,—3, ;] . Per semplificare le notazioni poniamo [, = [y,—b,y,+5].

Per provare il teorema definiamo una funzione in uno spazio metrico completo di fun-
zioni continue i cui punti fissi sono le soluzioni dell’equazione integrale (3.1.4) e proviamo
che una potenza di questa funzione ¢ una contrazione, quindi, per un corollario del teorema
di Banach-Caccioppoli, ha uno e un solo punto fisso.

Sia X = C(I,],), lo spazio delle funzioni continue da I5 a J), . Questo ¢ un sottoin-
sieme chiuso dello spazio metrico completo C(Ig,R). Pertanto X dotato della distanza
ereditata da C(I,R), cioe

d(w,z)= max{|w(t)—z(t)| |te 13},
¢ uno spazio metrico completo.

Se w € X, allora, posto

t

z: Iy - R, z(t):yo—l—f f(s,w(s))ds, (3.1.10)

)
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risulta z € X, perché ¢ continua e ha immagine contenuta in J, . Infatti, V¢ € Iy, si ha
<t,'w(t)) € ly xJ, €A, quindi la funzione ¢ — f(t,w(t)) ¢ definita in Iy ; inoltre essa
¢ continua, perché composizione di funzioni continue. Pertanto z ¢ ben definita e, per il
teorema fondamentale del calcolo integrale, ¢ continua. Inoltre, V¢ € Iy, si ha

| (2,0(t))| < max{|f(t,y)| |t €15,y €], } <M
quindi risulta

|z(t)— 0| = J f(s,w(s))ds

0

<[ Vewias< [ wds=me—)

Poiché M(t—1t,) <MS < b,stha z(t) €], , quindi z € X . Indichiamo con § la funzione
da X a X definita dalla (3.1.10), cio¢ poniamo

t
S: X—-X, S(‘w)(t):yo+J f(s,w(s))ds.
Ly
Una funzione w € X ¢ punto fisso per S se e solo se, YVt €1, si ha

t

w(t) =y, +f f(s,w(s))ds
L
cioe se e solo se w ¢ soluzione dell’equazione integrale (3.1.4).

Proviamo che 3k € N* tale che S* ¢ una contrazione. Se w,z € X, allora, Yt €] 55
st ha

<

|S(w)(2)—S(2)(2)] =

f:(f<s,‘w(s)> —f(s,2(s)))ds

0

(3.1.11)

t

SJ |f(s,w(s)>—f(s,z(s))|dsSf Llw(s)—z(s)|ds;
pertanto i i

L|w(s)—z(s)|ds SJ Ld(w,z)ds = L(t — ty)d(w,z). (3.1.12)

Ly

1S()(0) — S(2)(1)] < f

)
Dalla disuguaglianza (3.1.11) a con S(w) e S(z) al posto di w e di z st ha
t
|S%(w)(£) = S*(2)(z)| Sf L|S(w)(s)—S(z)(s)| ds;
)
da qui, per la disuguaglianza (3.1.12), si ottiene

|S%(w)(£)— $*(2)(¢)| < f LA (s —ty)d(w,z)ds = A G i d(w,z).

ly

Ripetendo il ragionamento si prova che, Yk € N*, risulta

Bro .k
1S (w)(£)— S5 (2)(1)] < %d(mz), (3.1.13)
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pertanto

k(s __ 1+ \k kQk
Mu’(w,z): %d(w,z).

Quindi S* ¢ lipschitziana di costante L*8% /k!. Per k — 400 tale costante tende a 0,

k k
d(S*(w),$"(2)) Srtréz};( o

pertanto, per k grande, S¥ & una contrazione. Quindi esiste uno e un solo punto fisso
per §, pertanto esiste una e una sola soluzione del problema di Cauchy definita in I .

Dimostriamo che ¢’¢ unicita della soluzione non solo in I . Proviamo ['unicita della
soluzione definita adestra di ¢,, un analogo argomento prova I’unicita anche a sinistra di ¢, .

Siano [, J intervalli di R, con min/ = min] = ¢, e v € C'(I,R), w € C!(J,R)
soluzioni del problema di Cauchy. Dobbiamo provare che v e w coincidono in 7 NJ.
Supponiamo, per assurdo, che {t eln]|o(t)# fw(t)} sia non vuoto. Tale insieme ha
minorante t,, quindi ha estremo inferiore reale. Indichiamolo con 7. Abbiamo gia di-
mostrato che 38 € R* tale che esiste una sola soluzione definita in [,,2,+ J'], pertanto
per ¢ in tale intervallo risulta v(¢) = w(¢), quindi 7 > 1,4+ & > ;. Poiché V¢ € [, 7]
st ha v(¢) = w(¢) e v e w sono continue, risulta v(z) = w(t). Pertanto v e w sono
soluzioni del problema di Cauchy

{y’(t) =f(t,5(t)),

Per definizione di t non esiste nessun intorno destro di ¢ su cui le due soluzioni coinci-
dono. Cio ¢ assurdo perché abbiamo dimostrato che qualunque problema di Cauchy per

’equazione y'(t) = f (t,y(t)) ha una unica soluzione definita in un opportuno intorno
destro del punto in cui ¢ assegnata la condizione iniziale. u

Rafforzando le ipotesi del teorema di Cauchy si ha I’esistenza di una soluzione non solo
in un intorno di #,, ma nel piu grande intervallo in cui puo essere definita una soluzione.
Abbiamo infatti il seguente teorema.

3.1.9 Teorema (di esistenza globale)

Siano J C R intervallo aperto, f € C(J] x R,R) e (ty,7,) €] x R. Supponiamo
che la restrizione di f a ogni insieme K X R, con K C ] compatto, sia lipschitziana
rispetto alla seconda variabile, uniformemente rispetto alla prima. Allora esiste una
soluzione definita in J del problema di Cauchy (3.1.2) e per questo problema c’¢
unicita della soluzione.

. J

DimosTtrAZIONE. Come fatto per il teorema di Cauchy 3.1.8, dimostriamo I’esistenza di una
soluzione definita in [#y,sup/[; in modo analogo si dimostra I’esistenza di una soluzione

definita in Jinf],¢,].

Sia T € Jty,supJ[ . Poiché [y, T] € un sottoinsieme compatto di /, 3L € R™ tale che
Y(£,91):(t,7,) €[t TIX R, siha |f(£,5,) = £ (£,2,)] < Llyy =2,

Posto X =C <[to, T],]R) , possiamo definire $: X — X, ponendo

t

S(w)(t) =y, —|—f f(s,w(s))ds .

lo
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Procedendo come nella dimostrazione del teorema di Cauchy 3.1.8, si prova che, anche in
questo caso, vale la disuguaglianza (3.1.13), da cui segue

d($%(w),8"(2)) < _max Md(w,Z):Lkljk

t€ty,to+T] k!

d(w,z).

Pertanto, per k grande, S¥ ¢ una contrazione, quindi esiste un punto fisso. Tale punto fisso
¢ 'unica soluzione del problema di Cauchy con dominio [#,, 7]. Indichiamola con v .

Per 'unicita, due soluzioni, vy, € Vg, coincidono nell’intersezione dei loro domini,
pertanto ¢ possibile definire una funzione v:[t,,sup/[ — R “incollando” le v, . Cioe
definiamo v: [y, sup/[ = R ponendo v(¢) = v,(¢), dove T ¢ un qualunque elemento
di J maggiore di t. Poiché v,(¢) non dipende da 7', in questo modo si definisce una
funzione che ¢ la soluzione cercata.

L'unicita della soluzione ¢ una immediata conseguenza dell’unicita su ciascuno degli
intervalli [¢,,77]. u

3.1.10 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy
2
Lo () +1
YO=\ " (3.1.14)
y(0) =10,
con y, €R.

L’equazione ¢ definita dalla funzione

y?+1
16—1t2°

L1 xR—>R, f(t,y)=

Tale funzione ¢ continua e derivabile parzialmente rispetto a y e, VY(¢,y) € ]-1,1[ xR,
si ha

! y
t! = 5
£:7) V16—12 (/2 +1

quindi
__ 1 bl 1
V16—1t2 \/y2+1  V16—12

Se K ¢un compatto contenuto in [—4,4[, allora 1/4/16—¢2 ¢ limitato in K, pertanto f, ¢

£ (E:9)]

limitata in KXR. Per 'osservazione 3.1.7, questo assicura che f ¢ lipschitziana rispetto alla
seconda variabile uniformemente rispetto alla prima. Pertanto sono verificate le ipotesi del
teorema di esistenza globale 3.1.9, quindi il problema ha una soluzione definita in ]—4,4] .
Sia v una funzione, definita in un intervallo contenente 0, che verifica ’'equazione
differenziale e tale che v(0) = y,. Una tale funzione v verifica, per ogni ¢ nel dominio,
'uguaglianza
v'(¢) 1

\/(v(t))2+1: Vie—12’
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cioe

d : d . [t

7 sectsmh(v(t)) = arcsm<z> ;
pertanto Jc € R tale che, per ogni ¢, si ha sectsinh(v(t)) = arcsin(z/4) + ¢. Poiché
v(0) =y, , deve essere ¢ = sectsinh y,, pertanto sectsinh(v(t)) = arcsin(z /4) + sectsinh y, ,

percio v(t) = sinh(arcsin(¢/4)+ sectsinhy,). Questa funzione ¢ definita in [—4,4] ed ¢ di
classe C! in ]—4,4[ . Quindi la funzione

. . [t .
v: |—4,4[ - R, o(t) = smh<arcsm<1> + sectsinh yo> ,

¢ la soluzione del problema di Cauchy (3.1.14) di dominio ]—4,4][ . <

Figura 3.1.6
La soluzione del problema di Cauchy
(3.1.14) per y,=—2,—1,0,1,2.

3.1.2 SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

Consideriamo sistemi di piu equazioni differenziali ordinarie in piu incognite. In ge-
nerale un sistema del primo ordine, con un numero di equazioni uguale a quello delle
incognite, in forma normale, ¢ della forma

yi(t):fl(t’yl(t)ayz(t)’""yn(t)>’

(3.1.15)



190 Capitolo 3. Equazion: differenziali ordinarie

dove f,: A— R (per k =1,2,...,n), con A CR""! ¢ assegnata e y,,,,...,7, sono le
funzioni incognite, che sono funzioni reali di variabile reale.

Risulta pit comodo scrivere il sistema (3.1.15) in forma vettoriale, considerando una
funzione incognita a valori vettoriali e scrivendo, invece di 7 equazioni scalari, una equa-
zione in R” . Percio studiamo il sistema

y'(£)=f(£,5(1)),

dove f: A—R”,con ACR"" e lincognita y ¢ una funzione a valori in R”.
Come fatto per le equazioni, cerchiamo una soluzione che verifichi una condizione
iniziale. Consideriamo quindi un problema del tipo

{yTt)=f(%y(”>’ (3.1.16)

y(t) =Y0>
con (ty,y,) €EA.

Questo problema ¢ detto problema di Cauchy per un sistema di equazioni differenziali
del primo ordine.

Definiamo anzitutto cosa intendiamo per soluzione di questo problema.

Definizione di soluzione di un problema di Cauchy per un sistema

Siano A C R"™! aperto, f € C(4,R"), (t5,y,) €A, I CR intervalloe v: [ — R”".
Diciamo che v ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.16) quando si ha:

) o»eCY(I,R");
) Veel, (t,0(t))€A e

v'(t)=f(t,0(1));
) tyel e v(ty)=1y,.

\ J

I teoremi di esistenza e di unicita relativi alle equazioni differenziali del primo ordi-
ne che abbiamo enunciato si trasportano, con ovvie modifiche, ai sistemi. Non riportia-
mo le dimostrazioni in questo caso, si ottengono con ovvie modifiche dalle corrispondenti
dimostrazioni per le equazioni.

3.1.11 Teorema

Siano A C R™™ aperto, f € C(A,R"), (t5,y,) €A, I CR intervallo tale che
to€Il e v: I —R". Lafunzione v ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.16) se,
e solo se,

) veC{,R");
) Viel, (t,0(1)€A e v(t) =y, + [, f(s,0(s))ds.

-
\
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3.1.12 Teorema (di Peano per i sistemi)

Siano A CR™*! aperto, f € C(A,R") e (ty,y,) €A. Allora esiste una soluzione,
definita in un intorno di ¢,, del problema di Cauchy (3.1.16).

. v

Definizione di unicita della soluzione

Siano A CR"*! aperto, f: A —R” e (t,,y,) €A. Diciamo che ¢’¢ unicita della
soluzione per il problema di Cauchy (3.1.16) quando, qualunque siano v € C*(1,R")
e w € C(J,R"), soluzioni del problema, Yt €INJ,siha v(t)=w(t).

Definizione di funzione lipschitziana

~
.

Siano ACR"*l e f: A—R”.
Diciamo che f ¢ lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili uniformemente
rispetto alla prima quando 3L € R* tale che

Yty )s(6,) €A, |[f(6,9)—F&9,)|| < Lily, —,ll-

Diciamo che f ¢ localmente lipschitziana rispetto alle ultime » variabili uni-
formemente rispetto alla prima quando, VY(¢,y) €A, esiste U intorno di (¢,y) tale
che f Liw ¢ lipschitziana rispetto alla seconda variabile uniformemente rispetto alla

prima.

\ J

3.1.13 Osservazione. Analogamente al caso » = 1 (v. osservazione 3.1.7), se A ¢ un
aperto convesso e f ¢ derivabile parzialmente rispetto alle ultime 7 variabili, con derivate
limitate, allora ¢ lipschitziana. Se A ¢ aperto e f ¢ derivabile parzialmente rispetto alle
ultime 7 variabili, con derivate continue, allora ¢ localmente lipschitziana. |

3.1.14 Teorema (di Cauchy per i sistemi)

Siano A CR”*! aperto, f € C(4,R") e (#y,y,) EA. Supponiamo f localmente
lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili, uniformemente rispetto alla prima. Al-
lora esiste una soluzione, definita in un intorno di ¢,, del problema di Cauchy (3.1.16)
e per questo problema c’¢ unicita della soluzione.

J

3.1.15 Teorema (di esistenza globale)

Siano J C R intervallo aperto, f € C(J xR”,R”) e (t5,y,) €] xR”. Supponiamo
che la restrizione di f a ogni insieme K xR”, con K C ] compatto, sia lipschitziana
rispetto alle ultime 7 variabili, uniformemente rispetto alla prima. Allora esiste una
soluzione, definita in J, del problema di Cauchy (3.1.16) e per questo problema c’¢
unicita della soluzione.
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3.1.3 FEQUAZIONI DIFFERENZIALI DI ORDINE SUPERIORE AL PRIMO

Passiamo a studiare equazioni differenziali di ordine maggiore di 1, dove chiamiamo
ordine dell’equazione I'ordine massimo di derivazione della funzione incognita. Come nel
caso delle equazioni del primo ordine, ci limitiamo a studiare equazioni “in forma normale”,
cioé in cui a primo membro compare solo la derivata di ordine massimo della funzione ed
essa non compare a secondo membro. Queste equazioni sono della forma:

Y ) = F(5(8),9 (£), .0 (1)),

dove n €N\ {0,1}, f:A— R, con ACR" ¢assegnatae y ¢ lafunzione incognita.

Come abbiamo fatto per le equazioni del primo ordine e per i sistemi, studiamo il pro-
blema di Cauchy; cioe cerchiamo soluzioni dell’equazione che verifichino anche delle condi-
zioni iniziali. In questo caso risulta ragionevole assegnare non solo il valore della soluzione
in un punto fissato del dominio, ma anche il valore delle sue derivate fino all’ordine 7 —1
nello stesso punto. Consideriamo quindi il seguente problema

Y (&)= f(65(0),y (2),....9" T (2)),
y(ts) =o>
$y () =15 (3.1.17)

con (g, Yos Vis---sVy_1) EA. Questo problema ¢ detto problema di Cauchy per un’equa-
zione differenziale ordinaria di ordine superiore.
Definiamo anzitutto cosa intendiamo per soluzione di questo problema.

Definizione di soluzione di un problema di Cauchy

Siano A C R™™! aperto, f: A = R, (5,99 V15---»V,_1) €A, I CR intervallo
e v: I > R. Diciamo che v ¢ soluzione del problema di Cauchy (3.1.17) quando
st ha:

) wveC"(,R);
) Veel, (t,9(2),2(t),...,o"" V(r)) €A e

o"(2) = f(£,0(2), 9/(2)s- ., 0" (2));5

) tele v(k)(to):y,e,per k=0,1,...,n—1.

Lo studio di un problema di Cauchy per un’equazione di ordine superiore puo essere
ricondotto a quello di un problema di Cauchy per un sistema del primo ordine; in questo
modo 1 teoremi relativi ai sistemi del primo ordine che abbiamo enunciato si traducono
facilmente in analoghi teoremi relativi alle equazioni di ordine superiore.

Il legame tra equazioni di ordine superiore e sistemi del primo ordine ¢ stabilito dal
seguente teorema.
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3.1.16 Teorema

Siano A C R™*! aperto, f € C(A,R) e (tyY0sVis--+sVp_1) EA. Se v: 1 >R
¢ soluzione del problema di Cauchy per ’equazione di ordine » (3.1.17), allora

(0,7,..., v(”_l)) ¢ soluzione del problema di Cauchy per il sistema del primo ordine

z)(t) = z(t),

zy(t) = z3(t),

1200 = £(£,21(0), (1) s 2, (1)), (3.1.18)
zy(ts) = yo>
zy(t) =15
2,(to) = Y1

Viceversa, se w: ] — R” ¢ soluzione del problema (3.1.18), allora @, ¢ soluzione
del problema (3.1.17).

. v

DiMosTRAZIONE. La prima affermazione ¢ di verifica immediata.

Viceversa sia @ € C!(J,R”) soluzione del problema (3.1.18). Dalla prima equazione
segue w] = w,; poiché w, ¢ di classe C', w, ¢ di classe C?. Dalla seconda equazione
segue w] = w,=w; e, poiché wy ¢ diclasse C!, w, &diclasse C’. Ripetendo il ragio-
namento si ottiene che w, ¢ diclasse C” e ‘wij )=

(n—=1)
1

Wy, per j =1,2,...,n—1. Pertanto

) e w = w), . Percio, YVt €], si ha

_ /
w_<w1,w1,...,w )

(£, w,(2), @|(1),..., 0" (1)) = (t,w()) € A

0\(1) = w)(t) = f(t,w,(0), wy(t), .., w, (1)) = ft,0,(t), w](2),..., " (1)).

Questo prova che w; soddisfa I’equazione del problema (3.1.17).
Si verifica facilmente che w, soddisfa le condizioni iniziali del problema (3.1.17). ™

Il teorema 3.1.16 consente di trasportare i teoremi di Peano 3.1.12, di Cauchy 3.1.14 e di
esistenza globale 3.1.15 enunciati per sistemi alle equazioni di ordine superiore. Otteniamo
1 teoremi seguenti.

3.1.17 Teorema (di Peano per le equazioni di ordine superiore)

Siano A CR"*! aperto, f € C(A,R) e (5,79, Y1s---5Y,_1) EA. Allora esiste una
soluzione, definita in un intorno di t,, del problema di Cauchy (3.1.17).
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Definizione di unicita della soluzione

Siano A C R™*! aperto, f: A — R e (ty,99,V1s--+>Y,_1) € A. Diciamo che c’¢
unicita della soluzione per il problema di Cauchy (3.1.16) quando, qualunque siano
v e C*(I,R) e we C"(J,R), soluzioni del problema, V¢t € INJ, siha v(¢) = w(t).

Definizione di funzione lipschitziana

Siano ACR"*!l e f:A—R.
Diciamo che f ¢ lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili uniformemente
rispetto alla prima quando JL € R* tale che

V(t,y ) (ty,) €A, |f(6,9)—=f(6,9)] < Llly,—p,ll-

Diciamo che f ¢ localmente lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili uni-
formemente rispetto alla prima quando, Y(z,y) € A, esiste U intorno di (¢,y) tale
che f Linw ¢ lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili uniformemente rispetto alla

prima.

\

Analogamente al caso 7 =1, se A ¢ aperto e convesso e f ¢ derivabile parzialmente
rispetto alle ultime 7 variabili, con derivate limitate, allora f ¢ lipschitziana. Se A ¢
aperto e f e derivabile parzialmente rispetto alle ultime 7 variabili, con derivate continue,
allora f ¢ localmente lipschitziana.

Osserviamo che se f: A — R individua un’equazione di ordine 7, il corrispondente
sistema (v. teorema 3.1.16) ¢ individuato dalla funzione

gA-RY, ) =205V [ (¥))-

Si verifica facilmente che f ¢ lipschitziana se e solo se g e lipschitziana.

3.1.18 Teorema (di Cauchy per le equazioni di ordine superiore)

Siano A C R™*! aperto, f € C(A,R) e (tyY0sV1s--+»Y,_1) €A. Supponiamo f
localmente lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili, uniformemente rispetto alla
prima. Allora esiste una soluzione, definita in un intorno di ¢,, del problema di
Cauchy (3.1.17) e per questo problema ¢’¢ unicita della soluzione.

J

3.1.19 Teorema (di esistenza globale per le equazioni di ordine superiore)

Siano J C R intervallo aperto, f € C(J x R”,R) e (ty, Y9 V1s---3Y,—1) €] X R”.
Supponiamo che la restrizione di f a ogni insieme K X R”, con K C ] compatto,
sia lipschitziana rispetto alle ultime 7 variabili, uniformemente rispetto alla prima.
Allora esiste una soluzione, definita in [, del problema di Cauchy (3.1.17) e per questo
problema c’¢ unicita della soluzione.
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3.2 SOLUZIONI MASSIMALI

In questa sezione studiamo le soluzioni di problemi di Cauchy per equazioni o sistemi
del primo ordine che hanno il dominio piu grande possibile.
3.2.1 FEQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

Sappiamo che sotto opportune ipotesi sulla funzione f il problema di Cauchy

"(tY=F(t,y(t)),
{y() f(£,5(1)) (32.1
() = o)

ha una soluzione e questa ¢ unica, a meno del dominio di definizione. In questa sottosezione
studiamo la soluzione con il dominio pitt ampio possibile.

Definizione di soluzione massimale di un problema di Cauchy

Siano A C R? aperto, f € C(4,R) e (ty,y,) €A; supponiamo che per il problema
di Cauchy (3.2.1) ci sia unicita della soluzione. Sia v soluzione del problema; diciamo

che v ¢ la soluzione massimale del problema di Cauchy (3.2.1) se per qualunque altra
soluzione w si ha 9(w) C 9(v).

Segue immediatamente dalla definizione che la soluzione massimale, se esiste, € uni-
ca. Infatti se v e w sono entrambe soluzioni massimali, allora Z(v) = Z(w) e, in tale
dominio, v e w coincidono.

Vale inoltre il seguente teorema.

3.2.1 Teorema

Siano A C R? aperto, f € C(4,R) e (ty,y,) €A; supponiamo che per il problema
di Cauchy (3.2.1) ci sia unicita della soluzione. Allora esiste v soluzione massimale
e 9(v) ¢ un intervallo aperto.

DimosTrAZIONE. Poniamo
t, = sup{T € Jty,+00[ | esiste una soluzione di (3.2.1) definita in [z, T'] } .

Per I'unicita, due soluzioni, v e w, coincidono nell’intersezione dei loro domini, pertanto
X o . : « » . K

¢ possibile definire una funzione v, : [z, t,[ — R “incollando” le soluzioni, cioe proce-
dendo come segue. Se t € [t,,t,[, per definizione di z, esiste 7 > ¢ tale che il proble-
ma (3.2.1) ha soluzione w definita in [#,, 7]; poniamo v_(t) = w(t). Per l'unicita della
soluzione il valore di v, non dipende dalla scelta di w . Evidentemente v, ¢ soluzione

del problema (3.2.1).
In modo analogo, posto

t_=inf{T € ]—o00, 1,[ | esiste una soluzione di (3.2.1) definita in [T, £,]},

si dimostra che esiste una soluzione v_ con dominio ]¢_,#].
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Posto, per t € Jt_,¢,[,

B v, (t), pert€[ty,t,[,
w(t)= {z;_(t), per t €]t ,to[ ,

v ¢ soluzione di dominio J¢_,t,[. Dimostriamo che v ¢ la soluzione massimale. Suppo-
niamo, per assurdo, che questo non sia vero; pertanto esiste una soluzione avente dominio
piugrandedi Jz_, ¢, [, in particolare tale soluzione ¢ definita in ¢, , oppure ¢ definitain z_.

Consideriamo il primo caso. Sia @ una soluzione definita in ¢, ; per il teorema di

Peano 3.1.3, 38 € R™ tale che il problema di Cauchy

{y’(t) =f(t:3(1)),
y(t+) = w(t+)a

ha soluzione z definitain [z,,t, +&]. Sia

”3[to,t++3]—>]R, M(t):{:)((t)’ per tE[tO,t+],

t), pertelt,t,+38].

Lafunzione # ¢ soluzione del problema (3.2.1). Infatti ¢ evidente che # ¢ continua; inoltre
essa ¢ derivabile in [zo, 2, + 8]\ {z, }, con #'(z) :f(t, u(t)) . Risulta

lim u/(£) = lim f (£, u(0)) = f(£,2(2,)).

t—t,

pertanto # ¢ derivabile anche in ¢, esiha #'(z,)=f <t Lt +)> . Percio u ¢ derivabile
e, Ve €[tgt, + 8], siha u'(t) = f(z,u(r)). Inoltre u(ty) = v(t;) =79, Quindi # ¢ una
soluzione definita in [t,,z, 4+ &] del problema (3.2.1); cio ¢ assurdo, perché

t,+0>t, = sup{T € Jto,+00[ | esiste una soluzione di (3.2.1) definita in [z,, 7] }

In modo analogo si prova che non esiste una soluzione definita in ¢_.

Quindi v ¢ la soluzione massimale e il suo dominio ¢ un intervallo aperto. [

Studiamo ora le condizioni per determinare quando una soluzione non puo essere ulte-
riormente prolungata. Per dimostrare il relativo teorema ¢ necessario il seguente lemma.

3.2.2 Lemma

Siano A C R? aperto, f € C(4,R), (ty,) € A, a,b € R tali che si ha
[to,to+alX[yo—b,y,+b]CA e v:[ty,ty+a] — R soluzione del problema di
Cauchy (3.2.1). Posto M = max(, . \,1xly—by,+5)lf | se risulta Ma < b, allora,
Vit €[ty to+a],siha |[v(t)—y| <.

\. J

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo, per assurdo, che esista ¢ € ]y, ¢, + a] tale che si abbia
|v(t)—yo| > & . Poiché t — |v(t)—y,| ¢ continua e si annulla in £, per il teorema degli
zerl

{t€ltyto+al||o(t)—y| =b} #£D.
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Sia 7 I’estremo inferiore di tale insieme, per la continuita di v si ha |v(¢)—y,| =& . Inoltre
risulta ¢ < ty+a. Poiche, YVt €[z, 1], st ha (t,v(t)) €[ty tg+alx[yo—b,y,+ ], risulta

ft?q/(t)dt gfjv’(t)ut:f;y(t,v(t))utSf:Mdt:

0

b= |’U(?)_3’o| =

che ¢ assurdo. [

3.2.3 Teorema (caratterizzazione delle soluzioni massimali)

Siano A C R? aperto, f € C(4,R) e (ty,y,) € A; supponiamo che per il problema

di Cauchy (3.2.1) ci sia unicita della soluzione. Se v:]z_,z, [ — R ¢ la soluzione

massimale, allora ¢ verificata almeno una tra le condizioni:
1. ¢ L =+o0,
2. o(t) diverge per t — ¢,

3. VT ele_,t [, d({(t,v(t)) |t elT, t+[},c9A> =0;

e almeno una tra le condizioni:

2. o(t) diverge per t >t _,
3. VT el e[, d({(t,?}(t))|t€]t_,T:|},3A>=O.

Viceversa, se v ¢ soluzione definita in ]¢_,z,[ del problema (3.2.1) e sono verifi-

cate una tra le condizioni 1, 2, 3 e una tra le condizioni 1, 2/, 3/, allora v ¢ la soluzione
massimale.

\. J

Ricordiamo che se B, e B, sono sottoinsiemi di R?, con d(B;,B,) indichiamo la
distanza dei due insiemi, cioe

inf{||x, —x,||| x, € By, x, €B,}.

La condizione 3 (e analogamente la 3’) significa che se consideriamo la restrizione della
soluzione a un qualunque intorno di ¢, (o di t_), il grafico di tale restrizione ¢ “vicino”
alla frontiera di A.

DimosTrRAZIONE. Dimostriamo che vale almeno una tra le condizioni 1, 2 e 3, per le con-
dizioni 1/, 2 e 3’ la dimostrazione ¢ analoga.

Supponiamo che non sia verificata la 1, cio¢ che sia t, € R, e dimostriamo che se
1imt—>t+ |v(£)| =+00, allora ¢ verificata la 2, mentre se non si ha 1imt—>t+ |v(2)] = +o0,
allora ¢ verificata la 3.

Se limt_>u|f0(t)| = +o00, allora 3T € Jt,, 1, [ tale che, Yz € ]T, ¢, [, siha |v(z)| > 1.

Percioin ]T,t,[ v nonsiannulla, quindi, per il teorema degli zeri, ¢ sempre positiva o sem-
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pre negativa. Se v ¢ positiva, allora si ha lim,_,, v(¢) =lim,_, [v(¢)] =400, se v ¢ ne-

t—t,
gativa, allora risulta lim,_,, ©(¢)=lim,_,, <—|v(t)|) — —o0 ; in ogni caso ¢ verificata la 2.
Se non'si ha lim,_,, |v(t)| = +o0, allora esistono C € R* e una successione (t,,),cn

in Jt,t,[, convergente a ., tale che |v(z,)| < C. Quindi, per il teorema di Bolzano-

Weierstrass, esiste una sottosuccessione (#; ),oy tale che (v(tk )) ¢ convergente; indi-

neN
chiamo con v, il limite di tale successione.

Poiché (t;,v5)=1lim, o (t ,v(ty ) e (&, ,v(t, ) €A, risulta (¢,,0;) €A, quindi
(ty,vy) € dA oppure (t,,v,) €A. Supponiamo, per assurdo, che sia (z,,v,) €A e dimo-
striamo che in tal caso © puo essere estesa a una soluzione definita in ]t_, z, ], quindi non
v(t) = v, ; da qui segue che il prolungamen-

¢ massimale. Per questo proviamo che lim,_,
+

to w di v a ]¢_,t,] ottenuto ponendo w(,)=1v,, ¢ diclasse C' e verifica il problema
di Cauchy (3.2.1).
Siano a,b € R* talichesiha [, —a,t, ] x[vy—b,v,+ b] C A e poniamo

M =max{|f(t,y)||(t,y) €[t, —a,t,] X [vy—b,vy+ b]}.
Sia ¢ € R tale che ¢ < b/2. Poiché (tkn,v(tkn» — (t,,7p), esiste 7 € N tale che
ty—t, <min{a,e/M} e |fv(t,€n) — 9| < e. La funzione v ¢ soluzione del problema di
Cauchy
{y’(t)=f(t,y(t)),
() =o(t,)-
Poiché vy —e <v(t, )<vy+e,siha v(t, )—e>vy—2¢ e v(t, )+e <vy+2e. Percio

[t 2] % [v(tkn)—a,v(tkn)—ke] Clty—a,t ] x[vg—b,vy+b],

quindi
max If| < max If|=M.

[tg, i Ix[o(ty, )—e,0(t, )+e] [t,—a,t, Ix[vo—b,vy+b]

Pertanto, per il lemma 3.2.2, per t € ], , 2, [, siha |o(t)—v(t; )| < ¢, quindi
|o()— | < |7)(t)_7)(tkn)| + |v(tkn)—vo| <2e.

Per I’arbitrarieta di ¢ questo prova che Iimt_”f+ v(t) =1,.

Poniamo

v(t), percrelt_ [,

vl ] =R, =)= {’0 per t =1
0> — Ll

Proviamo che w ¢ derivabile in ¢, , con @/(t,) = f(t,,w(t,)). Siha lim,_,, v(t)=7,

quindi risulta

lim @'(¢) = lim o'(¢) = lim f(£,0(t)) = f (¢, 05) = f(£,, w(t,));

t—t, t—t, t—t,

pertanto, per il teorema sul limite della funzione derivata, w ¢ derivabile in ¢, , con de-
rivata f (t Lw(t +)> Quindi w e soluzione del problema (3.2.1) e prolunga v, assurdo
perché v ¢ soluzione massimale.
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Pertanto (t,,v,) € JA. Sihaallora, YT €]t_,2,[ eper n taleche t;, > T,

({(t00) ¢ €T, 12A) < (5, 200)) ~ 0l - O

n——+00
quindi risulta
d<{(t,z;(t)) |t €[T,t,[}, 8A> =0.

Viceversa, supponiamo che v sia una soluzione del problema (3.2.1) che verifica una
tra le condizioni 1, 2, 3 e una tra le condizioni 1/, 2/, 3’. Se vale 1 non esistono funzioni che
prolungano v definite in ¢, . Se vale 2 non esistono funzioni continue definite in ¢, che
prolungano v, quindi non esistono soluzioni definite in ¢, che prolungano . Se vale 3

allora qualunque funzione w definita in ¢, che prolunga v ¢ tale che (t Lw(t +)> €JA,

quindi @ non pud essere soluzione del problema (3.2.1). Analogamente se vale una tra 1/,
2/, 3/, allora non esiste una soluzione definita in ¢_ che prolunga v . Pertanto v ¢ soluzione
massimale. u

3.2.4 Osservazione. In questo teorema, se A = R?, allora JA = . In tale caso le con-
dizioni 3 e 3’ non hanno senso (perché non ¢ definita la distanza di un punto dall’insieme
vuoto), possono valere solo le condizioni 1,2, 1" e 2'. |

3.2.5 Esempio. Riprendiamo in considerazione il problema di Cauchy
y'(1) = exp(—y(2)),
{y(O) =
gia studiato nell’esempio 3.1.1. Abbiamo stabilito che il problema ha la soluzione
v: ]—e’,+oo[ = R, v(t) =log(t + 7).
Lequazione differenziale ¢ della forma y'(¢) = f ( f (t,y(t)) , con

f:R? SR, f(t,y)=e".

Questa funzione ¢ di classe C!, quindi, per 'osservazione 3.1.7, & localmente lipschitziana;
pertanto, per il teorema di Cauchy 3.1.8, ¢’¢ unicita della soluzione.

L'estremo superiore di Z(v) ¢ 400, quindi e verificata la condizione 1 del teore-
ma 3.2.3; o(t) diverge a —oo per t che tende all’estremo inferiore di 9(v), quindi &
verificata la condizione 2'. Pertanto v ¢ la soluzione massimale. <

3.2.2 SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI DEL PRIMO ORDINE

Quanto stabilito per le equazioni differenziali si puo ripetere con poche modifiche per
1 sistemi. Sappiamo che sotto opportune ipotesi sulla funzione f il problema di Cauchy

{y’(f) =f(£:2(1)), (3.2.2)
y(t) =90,

ha una soluzione e questa ¢ unica, a meno del dominio di definizione. Studiamo le soluzioni
con il dominio pit ampio possibile.
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Definizione di soluzione massimale di un problema di Cauchy

Siano A C R"*! aperto, f € C(A,R”) e (ty,y,) € A; supponiamo che per il
problema di Cauchy (3.2.2) ci sia unicita della soluzione. Sia v soluzione del proble-
ma; diciamo che v ¢ la soluzione massimale del problema di Cauchy (3.2.2) se per
qualunque altra soluzione w si ha 2(w) C 9(v).

Segue immediatamente dalla definizione che la soluzione massimale, se esiste, ¢ unica.
Vale inoltre il seguente teorema.

3.2.6 Teorema

Siano A C R”*! aperto, f € C(A,R”) e (ty,y,) € A; supponiamo che per il
problema di Cauchy (3.2.2) ci sia unicita della soluzione. Allora esiste v soluzione
massimale e Z(v) ¢ un intervallo aperto.

La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema 3.2.1.
Il seguente teorema fornisce condizioni per determinare quando una soluzione non puo
essere ulteriormente prolungata

3.2.7 Teorema

Siano A C R”*! aperto, f € C(A,R”) e (t,y,) € A; supponiamo che per il
problema di Cauchy (3.2.2) ci sia unicita della soluzione. Se v:]t_,t. [ = R” ¢la
soluzione massimale, allora ¢ verificata almeno una tra le condizioni:

1. t, =400,
2. lim,_,, ||lv(¢)]|=+oo,
3. VT ele, ¢t [, d({(t,fv(t))|tG[T,t+[},3A>:O;

e almeno una tra le condizioni:

2. lim,_,, ||o(2)|| =+oo,
3. VT el [, d({(t,v(t))|t e]t_,T]},&A):O.

Viceversa, se v ¢ soluzione definita in Jz_,z,[ del problema (3.2.2) e sono verifi-

cate una tra le condizioni 1, 2, 3 e una tra le condizioni 1/, 2, 3/, allora v ¢ la soluzione
massimale.

. J

La dimostrazione ¢ analoga a quella del teorema 3.2.3.

3.2.8 Osservazione. In questo teorema, se A =R"*! allora JA=0. In tale caso le condi-
zioni 3 e 3’ non hanno senso (in quanto non ¢ definita la distanza di un punto dall’insieme
vuoto), possono valere solo le condizioni 1,2, 1" ¢ 2. <
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3.3 EQUAZIONI DI TIPO PARTICOLARE

In questa sezione studiamo alcune tipologie di equazioni differenziali per le quali ¢’¢ un
procedimento risolutivo. Osserviamo che spesso il procedimento non consente di determi-
nare un’espressione esplicita della soluzione, perché richiede I'uso di integrali, che solo in
casi particolari possono essere calcolati esplicitamente.

3.3.1 FEQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL PRIMO ORDINE

Studiamo le equazioni differenziali del primo ordine definite da una funzione polino-
miale di primo grado rispetto alla variabile y.
Risulta utile scrivere I’equazione in una forma diversa da quella abituale: consideriamo
equazioni del tipo
Y (t)+a(t)y(t)=b(t), (3.3.1)
dove a,b € C(I,R), con I CR intervallo. Un’equazione di questo tipo ¢ detta equazione

differenziale lineare; la funzione a ¢ detta coefficiente dell’equazione e la funzione b
termine noto. Se b =0, I’equazione diventa

y' 4a(t)y =0, (3.3.2)

che ¢ detta equazione omogenea. L'equazione (3.3.2), ottenuta dalla (3.3.1) ponendo il
termine noto uguale a 0, ¢ detta equazione omogenea associata all’equazione (3.3.1).

Se I ¢ aperto, la funzione
f:IxR—->R, f(t,y)——a(t)y+ b(t),

verifica le ipotesi del teorema di esistenza globale 3.1.9. Infatti se K € un compatto di 7,
allora, per il teorema di Weierstrass, 3M € R tale che, Yt € K, si ha |a(t)| <M , pertanto,
Y(¢,9.),(t,y,) €K xR, st ha

|(—a(t)yy + (1)) = (—=a(t)y, + b(1))| = |a(@)|[yy —y2| < My, =135

quindi in K xR st ha lipschitzianita rispetto alla seconda variabile, uniformemente rispetto
alla prima. Pertanto, qualunque problema di Cauchy per I’equazione (3.3.1) ha una solu-
zione con dominio I e tale soluzione ¢ unica. Per questo, nel seguito consideriamo solo
soluzioni con dominio uguale al dominio del coefficiente e del termine noto.

Si puo dimostrare che quanto appena osservato ¢ vero anche se I non ¢ aperto; pertanto
in questa sottosezione non chiediamo che / sia aperto.

Definizione di soluzione di un’equazione differenziale lineare e di integrale

generale

Sia v: I — R. Diciamo che v ¢ soluzione dell’equazione differenziale (3.3.1)
quando v € C'(I,R) esiha, Ve,

v'(t)+a(t)v(t) = b(t).

Chiamiamo integrale generale dell’equazione differenziale (3.3.1) 'insieme delle
soluzioni dell’equazione.




202 Capitolo 3. Equazion: differenziali ordinarie

Consideriamo ora il problema di Cauchy

{y/(f)+ﬂ(t)y(t) =b(t),
y(t) = o>

dove a,b € C(I,R), con I CR intervallo, e (¢,,7,) € I xR . Evidentemente ogni soluzio-
ne di questo problema di Cauchy che ha dominio 7 ¢ soluzione dell’equazione differenziale
lineare (3.3.1). Viceversase v ¢ soluzione di tale equazione, allora, scelto t, €1, v ¢ solu-
zione del problema di Cauchy (3.3.3) con y, = v(t,) . Pertanto 'integrale generale di (3.3.1)
¢ insieme di tutte le soluzioni del problema di Cauchy (3.3.3), al variare di y, € R.

Un semplice accorgimento rende possibile determinare tutte le soluzioni dell’equazio-
ne (3.3.1). Sia A: I — R una primitivadi . Se v € C!(I,R) ¢ soluzione dell’equazione

(3.3.3)

differenziale, allora moltiplicando per exp(A(t)) entrambi i membri, otteniamo, Yt e,
AV (1) + eV a(t) v(t) = A b(1),

%(eA(t)v(t)) = p(1).

Pertanto, fissato ¢, €/, Ic €R tale che

da cut

t
eA(t) fy(t) et f eA(S)b(S)dS +c s
Ly
cioe ,
o(t) = A0 f A (s)ds +c e (3.3.4)
ty

Qualunque sia ¢ € R, questa funzione ¢ soluzione dell’equazione (3.3.1). Infatti,
A€ CY(I,R), perché primitiva di una funzione continua, percio la funzione v definita
sopra appartiene a C!(I,R). Inoltre, Yt €1, si ha

t
' (t)+a(t)o(t)= —A/(t)e_A(t)f eAb(s)ds + e ADeAOp(r)—c A/ (1) e +

fy
t
+a(t)e_A(t)f e b(s)ds + ca(t)ed = b(t);
Ly

pertanto tutte le funzioni definite da (3.3.4) sono soluzioni dell’equazione (3.3.1).
Abbiamo cosi provato il seguente teorema.

3.3.1 Teorema

Siano / CR intervallo, 4,6 € C(I,R) e ty€I.Se A€ C'(I,R) ¢ una primitiva
di a, allora una funzione v: 1 — R ¢ soluzione dell’equazione (3.3.1) se e solo se
Jc €R tale che

t
o(t) = A0 J A b(s)ds + e, (3.3.5)
L

0
\. J

Da questo teorema segue facilmente un teorema analogo per la soluzione del corrispon-
dente problema di Cauchy.
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3.3.2 Teorema

Siano I C R intervallo, 2,5 € C(I,R) e (t5,7,) €I xR. Se A€ C!(I,R) & una

primitiva di 4, allora la funzione

t
W03 [ —)]R, 7}(1,‘) = e_A<t)J eA(S)b(s)ds +€_A(t)€A(t0)yo
t

0

¢ 'unica soluzione del problema di Cauchy (3.3.3).

\ J

DimosTrAZIONE. Dobbiamo determinare una soluzione dell’equazione (3.3.1) che verifichi
la condizione iniziale y(z,) = y,; per il teorema 3.3.1, ogni soluzione ¢ nella forma data
da (3.3.5), quindi dobbiamo determinare ¢ € R tale che

t,
Yo = e_A(to)f o A b(s)ds + ce);
t,

0

da Qui si ricava immediatamente ¢ = e4(%)y; . Questo prova il teorema. u

Se, nel teorema 3.3.2, si sceglie A(z) = ftt a(o)do , risulta A(t,) =0, quindi si ha
0

v(t>:exp<_fﬂ(a)da> ft texp< ft sa(a)da>b(s)ds+exp<_fa(a)da>yo,

0 0 0 0
<\
C10€

o(t) = ft : exp<— f ta(a)da>b(s)ds +exp<_£ﬂ(a)da> Ve (33.6)

3.3.3 Osservazione. Dal teorema 3.3.1 segue che I'integrale generale dell’equazione omo-
genea (3.3.2) & un sottospazio vettoriale di dimensione 1 dello spazio C!(I,RR) e Iintegrale
generale dell’equazione non omogenea (3.3.1) ¢ un sottospazio affine di C'(I,RR), traslato
dell’integrale generale dell’lomogenea associata. Cio puo essere dimostrato anche senza fare
uso della formula risolutiva, studiando combinazioni lineari di soluzioni. |

3.3.4 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy
{y’(t) +2ty(2) =0,
y(O) =2.

L’equazione ¢ lineare omogenea, il coefliciente ¢ definito in R. Procedendo come so-
pra moltiplichiamo entrambi i membri per esponenziale di una primitiva del coefliciente

(3.3.7)

t — 2t . Quindi moltiplichiamo per e’ ottenendo ¢!’ y’(¢)+2te! y(¢) =0, cio
d,
(€ () =05

pertanto 3¢ € R tale che, V¢ € R, risulta e’ y(¢) = ¢, ciot y(¢) =ce™ . La condizione
iniziale y(0) =2 e verificata se ¢ =2. Pertanto il problema (3.3.7) ha la soluzione

7:R—>R, v(t)=2e7" . <
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tt s \
R \ Figura 3.3.1
La soluzione del problema di Cauchy

(3.3.7).

3.3.5 Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale lineare non omogenea

2t
t2+1

y'(£)+

y

Una primitiva del coefficiente ¢ — 2¢/(t*+1

(t)=1. (3.3.8)

) ¢ la funzione t — log(t?+1), pertanto,

per il teorema 3.3.1, sono soluzione dell’equazione le funzioni v: R — R tali che

t

v(t)= exp(—log(t2 + 1))[ exp(log(s2 + 1)) ds+c exp(—log(t2 + 1)) =
0
' 1 /P c > +3t+3c
S
t2+1L(S 1) S+t2+1 t2+1\3 i Jr1:2+1 3(t2+1)

con ¢ € R. Quindi 'integrale generale dell’equazione (3.3.8) ¢

{t_)

32+ 1)

ror 7‘
ot 1
rrt ’
7oa g A
7oy 7
A / /%
A A 7 74 Z A A7
/////r/// A A
/,_/// A
—_——1/t P/
NNV 1 rort
NN NN / P

P 4+3t+d

‘deR}.

Figura 3.3.2
Soluzioni dell’equazione (3.3.8).
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3.3.2 EQUAZIONI A VARIABILI SEPARABILI

Studiamo le equazioni differenziali del primo ordine in cui il secondo membro ¢ il
prodotto di una funzione di ¢ perunadi y.
Consideriamo quindi il problema di Cauchy

{y’(t) =g(t)h(y()),

3.3.9
Y1) = 7o, (:39)

dove g € C(I,R), he C(J,R), con I,] CR intervalli, ¢, €int] e y, € int] ; supponiamo
inoltre che /» non si annulli.

L’equazione differenziale che compare in questo problema ¢ detta equazione a variabili
separabili, perché, come vedremo studiando il procedimento risolutivo, ¢ possibile scriverla
in modo che in un membro compaia solo ¢ e nell’altro solo .

Il problema illustrato nell’esempio 3.1.1 ¢ di questo tipo, abbiamo

g&hR—-R,  gt)=1,  hly)=e7,

e ty =y, = 0. Questo esempio mostra che non ¢ in generale possibile richiedere che il
dominio di una soluzione coincida col dominio di g ; infatti in questo caso Z(g) =R, ma
’equazione non ha soluzioni definite in R.

Poiché 5 non si annulla, una funzione di classe C', v:1; — ], con I, intervallo tale
che ty€ 1, C1, ¢ soluzione del problema (3.3.9) se e solo se si ha v(t)) =y, e, YVt €1,

Da qui segue

f inf» = J s

0

e, effettuando la sostituzione o = v(s) nell’integrale a primo membro, si ottiene

ffu(t) 1 p wa ()d
——do = s)ds,
v(ty) /7(0) tg

0

J*v(t) 1 y Jt ()d
—ado = s)ds,
W h(o) -

0

cioe, visto che v(ty) =y,

Viceversa, se, Yt € I;, v(t) verifica questa uguaglianza, allora, invertendo il ragionamento,
si prova che risulta v/(t) = g(t)h(v(t)) e, ponendo ¢ =ty, si ha

J”(fo) 1 J Jto ()d
—do = s)ds =0.
W ) T8

0 0

Poiché 5 non si annulla ed ¢ continua in un intervallo, per il teorema degli zeri ¢ sempre
positiva oppure sempre negativa; lo stesso vale per 1/h, quindi I'integrale puo essere nullo
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solo se I'intervallo di integrazione si riduce a un punto, cioe v(t,) =y, . Quindi v: I, - R
¢ soluzione del problema (3.3.9) se e solo se, V¢ €1, si ha

o(t) 1 t
Lo mda:fto g(s)ds. (3.3.10)

Ponendo

G: 1 —>R, G(t)=| g(s)ds,
y

H:] >R, H(y):f ——do;
y

'uguaglianza (3.3.10) diventa
H(v(t))=G(t).

La funzione H ¢ derivabile con derivata 1/h, che ha segno costante, quindi, per il test di
monotonia stretta, F ¢ strettamente monotona, quindi iniettiva. Pertanto, Yt € I, deve
essere G(t)e H(J) e v(t)= H_l(G(t)> eviceversase /; ¢ unintervallo taleche t, €1, C 1
e G(I;) CH(J), allora la funzione

v:l, >R, 'v(t):H_1<G(t)>,

¢ soluzione del problema (3.3.9).

Per dimostrare che esiste una soluzione resta da provare che esiste un intervallo ; con
le proprieta richieste. Poiché H ¢ continua e J ¢ un intervallo, per il teorema dei valori
intermedi H(J) ¢ un intervallo. Abbiamo richiesto y, € int], poiché H & strettamente
monotona da cio segue che 0= H(y,) € int H(J). Quindi esiste V', intorno di 0, tale che
V C H(J). La funzione G ¢ continua e G(¢,) =0, quindi esiste U, intorno di ¢, tale
che, Ve e UNI, si ha G(¢) € V; pertanto G(UNI) CV C H(J). Possiamo quindi
scegliere I, =UNI.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

3.3.6 Teorema

Siano I,] C R intervalli, g € C(I,R), h € C(J,R), t, € intl, y, € int];
supponiamo che, Yy €], sia h(y)#0, Posto

G:I1 >R, G(t):th(s)ds,

0

Y1
H:] >R, H(y):J —do,

Yo h(0>

H risulta iniettiva. Inoltre esiste /; C I intervallo, tale che t; €1, G(I;,) CH(]) e
la funzione

v: I, >R,  o(t)=H '(G()),
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¢ soluzione del problema di Cauchy
{y’(t) =g(t)h(y(1)),
y(to) =p-

Viceversa se w: K — R, con K C I intervallo, ¢ soluzione di questo problema,
allora GIK)CH(]) e, Vt €K, w(t)= H_l(G(t)) .

\ J

Questo teorema mostra che per il problema di Cauchy per un’equazione a variabili
separabili ¢’¢ unicita della soluzione con la sola ipotesi di continuita della funzione che
definisce ’equazione.

3.3.7 Osservazione. Studiamo il problema di Cauchy (3.3.9) nel caso che 4 si annulli in
qualche punto del dominio.

Se h(y,) =0, allora la funzione che vale costantemente y, ¢ soluzione del problema,
come si verifica facilmente. In questo caso puo non esserci unicita della soluzione, come
visto nell’esempio 3.1.5.

Se h(y,)# 0, ma b si annulla in qualche altro punto, allora, per il teorema della per-
manenza del segno, esiste un intorno di y, in cui 4 ¢ diversa da 0; si puo applicare il
teorema 3.3.6 alla restrizione di 4 a tale intorno. <

3.3.8 Esempio. Nel teorema 3.3.6 la richiesta che sia ¢, € int/ non ¢ essenziale; se ¢, ¢
un estremo di  si puo ripetere il ragionamento fatto per dimostrare che esiste una solu-
zione del problema definita solo a destra o solo a sinistra di ¢, a seconda dei casi. Invece
¢ essenziale che sia y, € int], se y, € un estremo di J il problema (3.3.9) puo non avere
soluzione.

Consideriamo il problema di Cauchy

{y’u) =—t(V(0)+1),
y(0)=0.
L’equazione ¢ a variabili separabili, perché il secondo membro ¢ prodotto delle funzioni
g:R—-R, &(t)=—t,
hi:[0,+00[ =R,  h((y)=4y+1.

Le funzioni g, e b, sono continue e »; non si annulla. Poiché¢ 2(h,) = [0,+o0[, ogni
eventuale soluzione del problema ¢ a valori non negativi. Se esistesse una soluzione v

definita in un intervallo [0,¢,], allora, Yz €]0,¢,], st avrebbe v/(¢) = —t(\/ o(t)+ 1) <0,
quindi, per il test di stretta monotonia, sarebbe v(t;) < v(0)=0. Cio ¢ assurdo perché v

ha valori non negativi. In modo analogo si dimostra che non esistono soluzioni definite a
sinistra di 0. <

3.3.9 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

y(="21,
y(¢) (3.3.11)
y(1)=3.
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L’equazione ¢ a variabili separabili, perché il secondo membro ¢ prodotto delle funzioni

& R—-R, &)=t+1,
1
hy: RT - R, hz(y):;.

Le funzioni g, e b, sono continue e », non si annulla. La funzione y — 1/y ¢ considerata
sul dominio R* perché la condizione iniziale richiede che y sia positiva.

Ripetendo i ragionamenti visti sopra, si prova che v € C'(I,,R), con /; C R intervallo,
¢ soluzione del problema (3.3.11) se e solo se, Yz €1, st ha

{v/(t)v(t) =t+1,

v(1)=3,

o(t) t

J ada:f(s—l—l)ds,

3 1

(v(t)) 9 2 1
— =4t ———1

2 2 2+t 2

(v(t)) =2+ 2t +6,
v(t) =+ t24+2t+6.

Nell’ultimo passaggio abbiamo scelto la soluzione uguale alla radice e non al suo opposto,
perché deve essere positiva.

Possiamo scegliere R come dominio della soluzione perché questo ¢ il dominio naturale
di v eiragionamenti gia fatti assicurano che v verifica I’equazione in tutto il dominio, se
questo ¢ un intervallo. Tale funzione ¢ evidentemente la soluzione massimale. <

Figura 3.3.3
La soluzione del problema di

Cauchy (3.3.11).

3.3.10 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

(@) +1
Y O= Sy (3.3.12)
y(0) =y,

con y, €R.
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L’equazione ¢ a variabili separabili, perché il secondo membro ¢ prodotto delle funzioni
1

2(e241)°

hy:R—>R, hy(y) =y*+1.

&:R-R, ()=

Le funzioni g; e h; sono continue e b5 non si annulla.

Ripetendo i ragionamenti visti sopra, si prova che v € C'(I;,R), con I; C R intervallo,
¢ soluzione del problema (3.3.11) se e solo se, Yt €1;, si ha

v'(e) 1
(v(t))2 +1 22+
v(0) =y,

o(t) 1 t 1
f da:f ds,
y, i1 ;241

0

1
arctan(v(t)) —arctany, = > arctant,
1
v(t) = tan<§ arctant + arctanyo> ,
dove I'ultimo passaggio richiede che sia

1 T T

— arctan ¢ +arctany, € arctan(R) = |— =, —|,

2 2°2
cioe

—7m —2arctany, < arctant < 7t — 2arctany,.

Poiché, Vr € R, si ha arctant € J—n/2, /2, la prima disequazione ¢ sempre verificata se
—m—2arctany, < —m/2, cio¢ 2arctany, > —m/2, che equivale a y, > tan(—rn/4) = —1.
Se invece y, < —1, allora tale disequazione ¢ verificata per

t > tan(—7m — 2arctan y,) = —tan(2arctany,).

In modo analogo la seconda disequazione ¢ verificata V¢ € R se y, < 1, mentre ¢ verificata
per t < —tan(2arctany,) se y, > 1,
Quindi il problema (3.3.12) ha la soluzione

]—tan(Z arctanyo),—l—oo[ - R, sey,<—1,
1
v:{ R—R, se —1<y, <1, o(t)= tan<§ arctan t—|—arctanyo>.
]—oo,—tan(Z arctanyo)[ —-R, sey,>1,

Osserviamo che, se y, < —1, abbiamo ottenuto che 2(v) = ]—tan(2arctany,),+oo[
perché deve risultare (1/2)arctant + arctany, > —7n/2, quindi se ¢t — —tan(2arctany,)"
st ha (1/2)arctant 4 arctany, — —7/2 e risulta (1/2)arctan ¢ + arctany, > —7/2, percio
v(t) — —o00. Pertanto v ¢ la soluzione massimale.

Per motivi analoghi, anche nel caso y, > 1, v ¢ la soluzione massimale. <
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oA S VA A AN 4

P A A A A 7 7 >
/r/r///'zf////r/y
> 7 A ] 7 7 = > >
> > > T A7 > > > >

— =7 7 = > > —>
P /r/l//r
> > > T T > > >
R 4 7 7 7 > > >
11////_2////7/7 .
PR s Figura 3.3.4
ESRPRSVN Vi BRI La soluzione del problema di Cauchy

(3.3.12) con y, = —2,—3/2,—1,—1/2,0,
1/2,1,3/2,2.

3.3.11 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

Y1) =y 1=(())", (3.3.13)

& R—R, g(1)=1,
by FLI[ >R, h(y) =122

Le funzioni g, e b, sono continue e b, non si annulla, poiché abbiamo scelto come
dominio ]—1,1[, anziché il dominio naturale della funzione y — 4/1—92 che e [—1,1].

Ripetendo i ragionamenti visti sopra, si prova che v € C'(;,R), con I; C R intervallo,
¢ soluzione del problema (3.3.11) se e solo se, Yt €1, si ha

o(t) 1 t
—a’a:f 1ds,
0 4/1—02 0

arcsin(v(t)) =t.

Se t € [—m/2,7/2], questo equivale a v(¢t) = sint. Tuttavia il ragionamento fatto c1
q q &
garantisce che la funzione cosi ottenuta verifica ’equazione solo quando o(¢) € ]—1,1[,
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cio¢ t € ]—m/2,t/2[. Si ha

sin/<z> = cos<z> =0= 1—sin2<z>,
2 2 2

quindi la funzione seno verifica ’equazione in [—7/2, 7t/2]. Invece essa non verifica I’equa-

zione nei punti ¢ tali che cost < 0; infatti in tal caso sin’() < 0, mentre 4/ 1—sin’t > 0.
Quindi 'intervallo pit ampio in cui la funzione seno ¢ soluzione del problema (3.3.13) ¢

[—7/2,7/2].
Notiamo che in questo caso la funzione trovata ha dominio naturale piu grande del-
I'intervallo in cui ¢ soluzione del problema di Cauchy. Dobbiamo quindi fare attenzione

nel determinare il dominio della soluzione di un problema di Cauchy per un’equazione a
variabili separabili.
Le funzioni che valgono costantemente 1 o —1 verificano I’equazione differenziale,

quindi la funzione

T
—1, se t<——,
2

. T T
w:R—>R, w(t)=<snt, se _5<t<5’
T
1, se t>—,
2

¢ soluzione del problema (3.3.13).

La funzione @ ¢ l'unica soluzione di tale problema. Infatti, poiché I’equazione ¢ a
variabili separabili, la soluzione ¢ unica se assume valori in ]—1,1[; quindi @ & 'unica
soluzione definitain ]—7/2,7t/2[ . Per continuita una soluzione deve valere 1 in /2 e —1
in —7t/2. Ogni soluzione dell’equazione ha derivata non negativa, quindi € crescente e
assume valori in [—1,1], perché ’equazione ¢ definita solo per y in tale intervallo. Quindi
se una soluzione dell’equazione vale 1 in un punto, allora vale costantemente 1 a destra di
tale punto; se invece vale —1 in un punto, allora vale costantemente —1 a sinistra di tale

punto.

1
A A A A VA A A
A A R N S
Y A NV S A Y
J 7 7 7/ JS S 7L 7/
Y Y Y S R R /’2 S/
S S A A A S
A A A A VA A A A Figura 3.3.5
—_ - - - s La soluzione del problema

di Cauchy (3.3.13).
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Vi sono problemi di Cauchy per ’equazione y’ = 4/1—7%2 che hanno piu di una

soluzione. Ad esempio consideriamo il problema

y(0)=/1=(())’,

(3

Evidentemente w e la funzione che vale costantemente 1 sono soluzione di questo proble-
ma. Si verifica anche facilmente che, V¢ € R*, la funzione ¢ — w(¢ +¢) ¢ soluzione del

(3.3.14)

problema (3.3.14). <
1
ST S T AT S T T
/ / . A
J S0 S VS S S
Vad 7 ad A S
00 00 SN S /n/z e
d /7 A
R A A A Figura 3.3.6
— = = = = — — — Alcune soluzioni del pro-

blema di Cauchy (3.3.14).

3.3.3 EoQuazioNI DI BERNOULLI

Studiamo il problema di Cauchy

{y(t)/ +a(t)y =b(t)(»(1))",
() = o>
dove a,b € C(I,R), con I CR intervallo,  €R, 1y € e y, € R. Lequazione ¢ detta
equazione di Bernoulli's.

Se @ =0 oppure @ =1 oppure b ¢ identicamente nulla, allora equazione ¢ lineare ed

\ .

¢ gia stata studiata nella sottosezione 3.3.1. Quindi nel seguito supporremo a € R\ {0,1}
e b non identicamente nulla.

(3.3.15)

Poicheé la funzione incognita ¢ elevata alla o, a seconda del valore di @, intero o non
intero, positivo o negativo, I'insieme dei valori che la soluzione pud assumere cambia;
indichiamo con J, 'insieme degli y per cui ¢ definito y%, cio¢ poniamo

R, se a € N*\ {1},
R, se a€Z\N,
Ju = RTU{0}, se aeR"\N,
R, se aeR™\Z.

8L equazione prende il nome da Jakob Bernoulli (Basilea, 1655, Basilea, 1705), che in un articolo del 1695 pose
il problema di risolverla. Un metodo risolutivo fu trovato I’anno successivo da Gottfried Leibniz (Lipsia, 1646,
Hannover 1716).

Bernoulli ha dato fondamentali contributi al calcolo differenziale e alla teoria della probabilita.

Leibniz fu tra i fondatori del calcolo differenziale e del calcolo integrale
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Ovviamente deve essere y, €/, .

Cerchiamo una funzione v: I; — R soluzione del problema di Cauchy (3.3.15), con
I, C I intervallo, tale che t, € I, .

Se y, = 0, cosa possibile solo se @ > 0, allora la funzione identicamente nulla &
soluzione del problema.

Supponiamo ora che sia y, > 0 e quindi che una soluzione del problema (3.3.15) sia
positiva, almeno in un intorno di #.

Consideriamo una nuova funzione incognita z tale che z=7y'"*. Se y verifica 'equa-
zione di Bernoulli risulta

Z'=(1—a)y™y' =(1—a)y ™ (-ay +by") =—(1—a)ay' "+ (1—a)b =
=—(1—a)az+(1—a)b,
quindi z verifica ’equazione lineare
Z4+(1—a)az=(1—a)b,

che sappiamo risolvere (v. sottosezione 3.3.1). La condizione iniziale diventa z(ty) =y~

Pertanto abbiamo il problema

{z (t)+(11_—aa)d(t)2(t) =(1=a)b(t), (3.3.16)

z(ty) = ¥,

Viceversa sia w: I; — ], con I; C R intervallo tale che ¢, € I, una soluzione del
problema (3.3.16) a valori positivi. Poniamo, per ¢t €1,

v: [ —R,  o(t)=(w()".

Evidentemente v € C'(I,R) e, Yt €1, si ha

v'(t)+a(t)o(t) = 1ia

- lia (w(@) "N @ () +(1—2)at)w()) = (3.3.17)
= L (w(t)>a/(1—a)(1 _a) b(t) = b(t)(v(z;))“ -

1—a

(w(t)>—1+1/(1—a)w/(t) +a(t)<‘w(t)>1/(1_a) _

Inoltre v(t,) = (w(to)>1/(1_a)

=19, . Pertanto v ¢ soluzione del problema (3.3.15).
Consideriamo ora il caso y, < 0, cosa possibile se a ¢ intero. Procedendo come sopra,

si prova che se v € C!(I,R), a valori negativi, & soluzione del problema (3.3.15), allora la
funzione
w: I >R, ()= (v(t)) ",

¢ soluzione del problema (3.3.16).

Per ottenere una soluzione del problema (3.3.15) a partire da una soluzione del problema
(3.3.16) ¢ necessario distinguere il caso a pari da quello dispari.
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Se « ¢ dispari, allora 1 —a ¢ pari, quindi y,~® > O; pertanto, se @ ¢ soluzione del

problema (3.3.16), esiste un intorno di #,, in cui w ¢ positiva. Procedendo come nella
(3.3.17), st dimostra che

v:L-R,  o(t)=—(w(t)""?,

¢ soluzione del problema (3.3.15).
Se & & pari, allora 1 —¢ ¢ dispari, quindi y,~® < O; pertanto, se @ ¢ soluzione del

problema (3.3.16), esiste un intorno di ¢, in cui w € negativa. Anche in questo caso si
dimostra che

v: [ >R, o) =—(—w(t)"",
¢ soluzione del problema (3.3.15).

3.3.12 Osservazione. Se a ¢ ]0,1[, allora la funzione (z,y) — —a(t)y + b(t)y® ¢ deriva-
bile rispetto a y con derivata continua, quindi, per 'osservazione 3.1.7, localmente lipschi-
tziana. Pertanto, per il teorema di Cauchy 3.1.8, in questo caso c’¢ unicita della soluzione
per il problema (3.3.15).

Se a €]0,1[, allora puo non esserci unicita della soluzione.

Consideriamo il problema di Cauchy

{y(t)’ +a(t)y =b(2)(y(1)",
y(ty) =0,

con t, € I. La funzione identicamente nulla ¢ soluzione di questo problema. Inoltre, per
il teorema 3.3.1, se A € una primitiva di a4, allora la funzione

(3.3.18)

t
w: [ >R, w(t)=(1 —a)e_(l_“)A(t)f =4 b(5)ds
t,

0

¢ soluzione dell’equazione lineare z'(¢)+(1—a)a(t)z(t) = (1—a)b(t) e risulta w(t,) =0.
Se t, non ¢ il massimo di I e b(z,)> 0, allora 38 € R* tale che, YVt € Jty, 15+ 8], si ha
b(t)>0, quindi, per tali ¢, w(t)>0. Allora, per quanto visto sopra, la funzione

i [ty b+ 8] =R, o(t)=(w(r))"",

¢ soluzione del problema (3.3.18) diversa dalla soluzione identicamente nulla. Pertanto per
questo problema non c’¢ unicita della soluzione.

Analogamente, se #, non ¢ il minimo di I e b(z,) <0, allora esiste una soluzione del
problema non identicamente nulla definita in un intervallo a sinistra di ¢,. <

Osserviamo che nel caso @ intero una soluzione di un problema di Cauchy per un’e-
quazione di Bernoulli non pud cambiare di segno.

Infatti tale soluzione € continua e definita in un intervallo, pertanto, se assume sia valori
positivi che valori negativi deve annullarsi. Se @ <0 ci0 non ¢ possibile, perché I’equazione
non ¢ definita per y = 0. Se a > 0, una soluzione dell’equazione di Bernoulli che si
annulla in un punto d ¢ anche soluzione del problema di Cauchy con la condizione iniziale
y(d) = 0; tale problema di Cauchy ha la soluzione identicamente nulla e ¢’¢ unicita della
soluzione (v. osservazione 3.3.12), quindi la soluzione ¢ quella identicamente nulla.
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3.3.13 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

2

{y’<r>+tanty<z>=(y<t>> :

(3.3.19)
y(O) =2.

L’equazione ¢ di Bernoulli con @ =2. Moltiplicando entrambi i membri dell’equazione

per —(y(t))_2 ’equazione diventa

—((0)) (1) —tant(y(2)) " =—1;

1 si ottiene

ponendo z =y~

Abbiamo un’equazione lineare con coefficiente ¢t — —tant. Poiché ci interesse una
soluzione definita in un intorno di 0, in cui la funzione coseno ¢ positiva, possiamo consi-
derare la primitiva ¢ — log(cost). Per il teorema 3.3.2 la soluzione ¢

t

w(t)= exp(— log(cos t)) f exp(log(cos 5))(—1) ds+ exp(— log(cos t)) exp(log(cos O)) % =
0
1 t 1 1 R 1 —2sint +1
costJo (coss) S+2cost cost[ sms]°+2cost 2cost

La funzione w ¢ definita in ]—7/2,7t/2[ e siannullain ¢ se e solo se sinz = 1/2 ciog,
nell’intervallo considerato, ¢t = 7r/6. Pertanto il problema (3.3.19) ha la soluzione

r 2cost
w(t) —2sint+1°

7T 7T

S R Ob

Osserviamo che I’equazione ¢ definita per (¢,y) € ]—7/2,7/2[ xR e il grafico di v
si avvicina alla frontiera di tale insieme per t — —r/2, inoltre lim,_, . v(¢) = +o0,

quindi, per il teorema 3.2.1, questa ¢ la soluzione massimale. <

3.3.14 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale studiata nell’esempio 3.3.13, con
una diversa condizione iniziale

Y(8)+taney(e) = (y(r))’,
1 (3.3.20)
y(O) = —5 .

—1

Procedendo come nell’esempio 3.3.13, se si pone z =y~ si ottiene il problema

(3.3.21)
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Figura 3.3.7

Soluzioni dei problemi di Cauchy (3.3.19) (a sinistra) e (3.3.20) (a destra).

che ha la soluzione

'w(t) =
t
= exp(— log(cos t)) J exp(log(cos s))(—l) ds+ exp(— log(cos t)) exp(log(cos O)) (—2)=
0
; :
- (—coss)ds— 2 = L[—sins]’f _ 2 __ ot 2 .
cost Jo cost  cost cos t cost

La funzione w ¢ definita in ]—m/2,7t/2[ ed ¢ negativa. Pertanto il problema (3.3.20) ha

la soluzione
v:]_z’z[_)R’ v(t): 1 _ cost

2°2 w(t) Csint 42

Poiché I’equazione ¢ definita per (¢,y) € |—m/2,t/2[ X R questa ¢ la soluzione massi-
male. <

3.3.15 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

, 2t
V() =y(t) = —=,
{ y(t) (3.3.22)
y(O) =2.
Lequazione ¢ di Bernoulli con @ =—1. Ponendo z =19 si ha

2/(t) = 2y(2)y (t) = 2(y (1)) + 4t = 22(t) + 4t
Quind:i otteniamo il problema di Cauchy

{Z/(t)—Zz(t) =4t,

20—+, (3.3.23)
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Abbiamo un’equazione lineare con coefficiente costante uguale a —2. Per il teore-
ma 3.3.2 la soluzione ¢

t t
w(t)=e* f e X 4sds +4e* = eZt[—Ze_Zss]é — e f (—2)e > ds+4e* =
0 0

=2t —eZt[e_zs]g +4e? =2t —1+5e%.

Dall’espressione mediante I'integrale risulta evidente che w ¢ a valori positivi. Infatti se

t >0, allora si ha I'integrale di una funzione positiva su [0, ¢], che ¢ positivo, a cui ¢ som-

. : . : o, _ oy

mato 4e?, che & positivo; se ¢t < O 'integrale si pud scrivere come ft (—e *4s)ds quindi
anche in questo caso abbiamo I'integrale di una funzione positiva. Quindi la funzione

v:R—->R, o(t)=+/5ex —2t—1,

¢ soluzione del problema (3.3.22).

Poiché il dominio € R, questa ¢ la soluzione massimale. <
VA A A A ft!
PN A ;;TH”/\\H
A A R A A B 4 ff//*\\xx
A AV Y S 707 = NN\
NN /S . )
RN 11! >N IR
xx&\\\ﬁ//ff TN N L ML LY
Pt
N o SONONN N NV NN
NNy Vo

Figura 3.3.8
Soluzioni dei problemi di Cauchy (3.3.22) (a sinistra) e (3.3.24) (a destra).

3.3.16 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale studiata nell’esempio 3.3.15, con
una diversa condizione iniziale

y(t)’ (3.3.24)
y(O) =-2.

Ponendo z =y?, si ha z(0) = (—2)* = 4, quindi, procedendo come in tale esempio, si
ottiene ancora il problema di Cauchy (3.3.23). Sappiamo che tale problema ha la soluzione

w:R—-R, w(t)=5e*" —2t—1,
che ¢ a valori positivi, quindi la funzione

v:R—R, v(t)=—+/5e* —2t—1.

¢ soluzione del problema (3.3.24). <
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3.3.17 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

i 20() _ 24/p(2)
YO -— == (3.3.25)

Lequazione ¢ di Bernoulli con o =1/2. Lequazione ¢ definita solo per ¢ # 0; poiché
la condizione iniziale ¢ assegnata per ¢t =2, studiamo I’equazione in R*. Moltiplicando

entrambi 1 membri dell’equazione per <y(t)>_1/ 2/ 2 Pequazione diventa

1 —1/2 1 12 _ 1
SO0 (0= ()" =
t t
ponendo z =y'/? si ottiene
1 1
Z()—=z(t)=—,
() 2=

Abbiamo un’equazione lineare con coefliciente ¢ — —1/¢. Poiché ci interesse una
soluzione definita in un intorno di 2 possiamo considerare la primitiva ¢ — —log¢ . Per il
teorema 3.3.2 la soluzione ¢

t t

1 t
—2d5+—:

exp(—logs) % ds +exp(logt)exp(—log2) =1t i 5

w(t) = exp(log t)f

2

]+
=t|l——| +=-=t—1.
sl, 2

Lafunzione w € non negativain [1,400[, pertanto il problema (3.3.25) ha la soluzione
v:[L+oo[ R,  o(t)=(w(t)) =(t—17.

Osserviamo che il dominio naturale della funzione ¢ — (¢ —1)* ¢ R, ma questa non
¢ soluzione del problema di Cauchy se estesa al di fuori dell’intervallo considerato. Infatti,
per t € 10,1 si ha:

d , 2 s 1\ 2(t—1)
d_t(t_l)—;(t—l)_Z(t—l)—Z(t—1)<1—;>— A
2 e=tp =2y =220,

pertanto I’equazione non ¢ verificata.

Osserviamo che ¢ possibile prolungare questa soluzione a R*, ponendola uguale a 0
per t € 10,1].

Notiamo che siamo nella situazione esposta nell’osservazione 3.3.12, con a € 10,1] .
Come spiegato in tale osservazione, in questo caso un problema di Cauchy con valore ini-
ziale della funzione uguale a O puo avere piu soluzioni e quindi esistono funzioni non
identicamente nulle che verificano I’equazione e sono nulle in una parte del dominio. <
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ll Figura 3.3.9
ﬁ 1 ) Soluzione del problema di Cauchy
(3.3.25).

3.3.4 FEQUAZIONI A SECONDO MEMBRO OMOGENEO

Sia A C R? tale che, YA € R*, se (t,y) € A, allora (At,Ay) € A. Diciamo che
f:A—R ¢ omogenea di grado 0 se, YA€ R* e Y(t,y) €A, siha f(Ar,Ay)= f(t,y).

Osserviamo che la condizione su A significa che tale insieme ¢ 'unione di rette passanti
per lorigine, eventualmente private di tale punto. Le uniche funzioni continue, omogenee
di grado O e definite in (0,0) sono le funzioni costanti. Infatti se f/ ¢ definita in (0,0),
allora, dalla definizione di funzione omogenea e dalla continuita, VY(z,y) €A, si ha

f(t3)=lim f (A2, 29) = £(0,0).

3.3.18 Esempio. Si verifica facilmente che le funzioni

. (R2)* oty
g1-(]R> — R, gl(t,y)—t2+4y2,
2 t+y
gzi{(t,y)G]R |t7éy}_’R’ gz(t’y)zg,
. t
g3:{(lf,y)€R2|y;£O}—)R, g3(t,y):sn]<;>,
sono omogenee di grado 0. |

Studiamo le equazioni differenziali del primo ordine definite da una funzione omogenea

di grado 0.
Consideriamo quindi il problema di Cauchy

{y’(t) =f(£,5(1)),

3.3.26
¥ (t)= 7. (:3:20)

dove f € C(A,R), con A CR? aperto, & una funzione omogenea di grado 0 e (¢,,7,) EA.
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Supponiamo che sia 7, # 0 e consideriamo una nuova funzione incognita z tale che
z(t)=y(t)/t, cioe y(¢t)=rtz(t). Se y e soluzione del problema, allora si ha:

(1) = Y() y@) _S(6r®) y()  f(eez()  ea()  f(Lz(e)—z(t)
ot 2t 12 ¢ 2 ; :

Abbiamo quindi il problema

()= (f (12(0) ~ (1),
(3.3.27)
(to)= f—

in cui ’equazione ¢ a variabili separabili (v. sottosezione 3.3.2).
Viceversa, se z ¢ soluzione del problema (3.3.27), posto y(¢) =tz(¢) si ha

y/(t)=2()+ £2'(6) = 2(0) + £ (1, 2(0) = 2() = F (1,2(0)) = £ (2, £2(0)) = £ (£,7(0)

e y(ty) = tyz(ty) =y, . Abbiamo cosi ottenuto una soluzione del problema (3.3.26).

Come osservato sopra, si pu0 utilizzare questo procedimento solo se ;7 0. In questo
modo si ottengono soluzioni che non sono definite in 0, ma che possono essere prolun-
gabili. Per determinare la soluzione massimale quindi bisogna studiare il dominio della
soluzione del problema (3.3.26) e non quello della soluzione del problema (3.3.27).

Per studiare il problema (3.3.26) con t, =0, si puo utilizzare il metodo appena visto per
trovare funzioni che verificano I’equazione senza condizione di Cauchy; spesso la funzione
trovata puo essere prolungata in modo naturale, ottenendo una soluzione definita in 0.

3.3.19 Osservazione. Nella sottosezione 3.3.2 abbiamo studiato un metodo risolutivo per
problema di Cauchy per un’equazione a variabili separabili della forma

{y’(t) =g(t)h(y()),

¥(t) =25
nell’ipotesi che sia h(y,) #0.

Per risolvere un’equazione a secondo membro omogeneo ’abbiamo trasformata in una
equazione a variabili separabili, con h(z) = f(1,z) —z e valore iniziale y,/t,. Lipotesi
h(y,) # 0 implica quindi che sia f(1,7,/t,) —¥o/ta # 0. Se f(1,70/t5) — o/t =0, allora
si verifica facilmente che il problema (3.3.26) ha la soluzione ¢ — y,t/t,, con dominio R*
o R™ aseconda che ¢, sia positivo o negativo.

Come nel caso delle equazioni a variabili separabili, oltre a questa possono esserci altre
soluzioni. <

3.3.20 Osservazione. Se v:] — R ¢ una soluzione del problema (3.3.26), con f omoge-
nea di grado 0, allora, posto J, ={t € R| —t €]}, la funzione

w: ], >R, w(t) =—v(—t),

¢ soluzione del problema di Cauchy per la stessa equazione con la condizione y(—zy) = —y, .
Infatti € ovvio che w verifica la condizione iniziale e, Yt €], si ha

w'(t) = %(—v(—t)) =o' (—t)=f(—t,0(=t)) = f(t,—v(—t)) = f(t,w(t)). <
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3.3.21 Esempio. Studiamo il problema di Cauchy

V(1) = (@) y()

PP (3.3.28)

La funzione

ifen e xR[y20 ok, fen=yL-L,

t

¢ omogenea di grado 0. Ponendo z(t) =y(¢)/t e procedendo come sopra, z risulta essere
soluzione del problema

Z'(t)= % <\/ z(t) —22(t)> ,

(3.3.29)

Una funzione w:I — R, con I C R™ intervallo tale che 2 € I, ¢ soluzione del
problema (3.3.29) se e solo se si ha

ds = 1a’s

e Sl

e w(2)=1/2. Cio equivale a

w(t) 1 tl
J ——do=| -ds=logt—log2.

Nell’integrale a primo membro effettuiamo la sostituzione o = ¢(7) =7

Si ha

w(t) 1 wt) 9 wt) 5 [
f —da:f ° 2dT:f dT:[—log|ZT—1|] @
12 40 —20 2 T—2T J12 1-27 V12

= —log|2 vw(t)— 1| +log(\/§— 1).

Poiché w(2)=1/2, nell’intervallo che ci interessa si ha 2 4/w(z)—1> 0. Pertanto risulta

—log(2+v/w(z)—1) —|—log<1/§— 1)=logt—log2,

2 con T>0.

cioe Vici t

oo ) =x ()
che equivalea 2/ w(t)—1= 2(\/5-1)/15 da cui segue 2 /w(t) = (2 \/5—2+t>/t , quindi
(t+2v2-2)

412

w(t)=

La condizione iniziale ¢ assegnata per t =2, pertanto consideriamo tale funzione in R™.
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Nel ricavare la soluzione, abbiamo diviso per y/w(t)—2w(z). Per t € R si ha

w(t)_z‘ZU(t): t+2\/§_2_2 <t +2\/§—2>2 _ <t+2\/§_2><t—t—2\/§_2>
2t 412 e

quindi la procedura seguita ¢ valida in R*, percio la funzione

t+2v/2—2)
w:RT >R, rw(t):< yve; ) ,
t

#0;

¢ soluzione del problema (3.3.29).
Pertanto la funzione

t+22—2Y
v: Rt >R, v(t)=< 7 ) ,
t

¢ soluzione del problema (3.3.28).
Si ha lim, o, v(¢) =+o00, quindi la soluzione ¢ massimale. <

Figura 3.3.10
La soluzione del problema di Cauchy
(3.3.28).

3.3.22 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

)
' ):( t2> —2 (3.3.30)

()= o>
con y, € R.

La funzione
2

* y
i R"xR—-R, f2(t,y):t—2—2,

¢ omogenea di grado 0. Ponendo z(t) =y(¢)/t e procedendo come sopra, z risulta essere
soluzione del problema

2
2(t)==((2(1)) —2(t)—2),
yt (3.3.31)
z2)=22.
0)=%
Siha z2—z—2=0seesolose z=2 o z=—1, pertanto se y, =4 o y, =—2 la funzione

che vale costantemente 7,/2 ¢ soluzione del problema. Pertanto la funzione ¢ — y,t/2 ¢
soluzione del problema (3.3.30).
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Se y, € R\ {—2,4}, una funzione w:I — R, con I CR™ intervallo tale che 2€ 7, ¢
soluzione del problema (3.3.31) se e solo se si ha

ft 21 ds = tlds
2 (w(s)) —w(s)—2 2 S

e w(2) =7v,/2. Cio equivale a

w(t) 1 1
—— do=| -ds=logt—log2. (3.3.32)
yo/z 02_0_2 2 S

Scomponiamo in fratti semplici il denominatore, cioe determiniamo 4,5 € R tali che

1 __4 b
02—0—2 o0—2 o+41
Si ha
“_ b alo+1)+b(oc—2) (a+b)o+a—2b
o—2 o+1  (6—=2(c+1) o2—0—2 "~
quindi deve essere
a+b=0,
a—2b=1,

da cui segue b =—a, 3a =1; pertanto a =1/3 e b =—1/3. Quindi risulta

w0 1“0 1 1
J —daz—f < — >da:—[log|0—2|—log|0+l|]w(/2.
w2 0r—o—2 3J)y, 0 \o—=2 o+1 3 Yo

Pertanto dall’'uguaglianza (3.3.32) si ottiene

log|w(t)—2|—log|w(r)+ 1| —log %— ’+log %+1‘ =3logt—3log2,
quindi
’w(t)—Z (yo/Z)Jrl‘_t_3
w(t)+1 (p/2)=2] 8~
cioe

w(t)+1y,—4

‘w(t)—z yo+2’_ £
<

er t =2 I’argomento del valore assoluto ¢ 1, quindi esso ¢ positivo in un intorno di 2,
Per t =2 larg to del val lut q p
percio tale argomento coincide con il suo valore assoluto, pertanto abbiamo

. 8(y+2)w(t) = 16(yy +2) = £*(yo — 4)w(t) + £ (3 — 4),

((3’0 —4)° —8(y,+ 2)>w(t) =—(y,— 4> —16(y, +2),
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da cui si ricava

w(t)=— (3o =4t +16(y, +2) '
(Vo — 4> —8(ypy+2)

Determiniamo il dominio della soluzione. Cerchiamo una soluzione definita in un
intervallo 7 tale che 2€ 7 CR™. Lafunzione @ non ¢ definita se (y,—4)t>—8(y,+2) =0;
poiché y, # 4, cio equivale a > = 8(yy +2)/(yo—4). Se (yo+2)/(yo—4) < 0, cioe
Yo € [—2,4[ , tale equazione non ¢ mai verificata per ¢t € R*, pertanto possiamo considerare
w con dominio R*.

Se 5 <—2 0 y,>4 siha t> =8(y,+2)/(y,—4) per t =2+/(y,+2)/(7,—4). Risulta

+2 +2 6
2{y°—>2<:>y° >1 < >0.
Yo—*4 Yo—*4 Yo—4

Se y, >4, allora 6/(y,—4)> 0, quindi un intervallo contenente 2 in cui w ¢ definita ¢
]O, 23/ (v +2)/(yo — 4)[ . Se invece y, < —2, allora 6/(y,—4) <0, quindi consideriamo
w definita in ]2 Vo +2)/(y,—4), —|—oo[ .

Osserviamo che per y, =4 o y, = —2 'espressione di w scritta sopra si semplifica

e si risulta v(t) = 2t o ©v(t) = —t, rispettivamente, che sono le soluzioni del proble-
ma (3.3.31). Cio consente di scrivere la soluzione con una unica formula.

Poiché il problema (3.3.30) ha la soluzione tw(t), possiamo concludere che una sua
soluzione ¢

] 2
24 Yot ,Foof =R, se y,<—2,
i Yo—4

v: { RT SR, se —2<7y,<4, o(t)=—

] +2
0,23 ;)O—_“-[’ NS yo>4,
i 0

Se y, < —2, per t > 2+/(y,+2)/(y,—4) numeratore e denominatore della frazione

(yo—4)t* + 16(y, + 2)t
(Vo —4)13 —8(yy +2) .

: " + . ..
che definisce v(t) sono negativi, e, per t — 2+/(y,+2)/(y,—4) , il numeratore ha limite
negativo, mentre il denominatore ha limite O; pertanto v(¢) — —oo. Analogamente se

yo >4 per t <2+/(y,+2)/(y,—4) il numeratore ¢ positivo e il denominatore & negativo,

per t — 24/(yo+2)/(y,—4) , il numeratore ha limite positivo, mentre il denominatore
ha limite O; pertanto v(¢) — 400 . Quindji, in tutti i casi, v € soluzione massimale. <

3.3.23 Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale

y(t) = ———" (3.3.33)
La funzione
—y—2t

]g:{(t,y)ER2|y7é—t}—>R, f(ty)= o
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Figura 3.3.11

La soluzione del problema di Cau-
chy (3.3.30) per alcuni valori di y,.

La scala in asse delle ordinate ¢ meta di
quella in asse delle ascisse.

¢ omogenea di grado 0. Cerchiamo soluzioni definite in un intervallo che non contiene 0.
Ponendo z(¢) =y(t)/t e procedendo come sopra, si ottiene che z verifica 'equazione

“0=3 (Siym )

o1 —(2(t))’ —22()—2
Z(1)= t z(t)+1

, (3.3.34)

Il trinomio —z?—2z—2 ha discriminante negativo, quindi non si annulla mai. Pertanto
’equazione ¢ equivalente a

(z(r)+1)Z'(z) 1
(z(t))2 +2z(t)+2 1 ’

(22(2)+2)z'(2) _ 2
<z(t))2+22(t)+2 t

Quindi una funzione w: 7 — R, con I C R* intervallo, verifica I’equazione (3.3.34) se e
solo se, Yt €1, st ha

4 log((w(t))2 +2w(t)+ 2> = % log(72).
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Questa uguaglianza ¢ verificata se e solo se Ic € R tale che, Yr €1 si ha

log((w(r))” +2w(¢) +2) =log(t %)+,

cioe
2 e’
(w(t)) +2‘w(t)+2:§.
quindi
2 e

Pertanto dve essere e/t? > 1, cio¢ t € [—e/?,e/?]\ {0}. Si ha allora

eC
w(t)=—144]< 1.
t2
oc —tEt+e —t2, set>0,
tw(t)=—t+t ——2=
t —tF Ve —t2, se t<O0.
Poiché e€, al variare di ¢ in R, ¢ un arbitrario numero positivo, possiamo concludere che

ogni soluzione dell’equazione (3.3.33) ¢ della forma ¢ — —¢r £ v/d —t2, con d e RT. Le
considerazioni fatte per ottenere questa informazione presuppongono che sia ¢ # 0, ma
questa funzione ¢ definita anche per ¢ = 0; la funzione e la sua derivata sono continue
in 0, quindi ’equazione ¢ verificata anche per ¢t =0.

Il dominio naturale della funzione v definitada v(¢)=—t++/d —1¢2 ¢ [— Vd,Jd ] ,

ma essa non ¢ derivabile in # +/d , inoltre per tali valori di ¢ risulta y(¢)+ ¢ =0, percid
si annulla il denominatore dell’equazione; dobbiamo quindi considerare la funzione con

dominio ]— Vd, \/E[ .
Si ha v(0) =+ +/d, pertanto il problema di Cauchy

Risulta

y(t)+t (3.3.35)

ha soluzione
vt 00 2R, v () =—t44/95 — 12,

se 7o € RT e ha soluzione

v_: =00 = R, v_(t)=—t— yg_tz’
se Y, €R™.
St ha
lim <t, 71+(t)> = (_yo,,')’o)a 1im<ta7)+(t)> = (3’0,_3’0)-

t——y, =Y

Poiché (—yy,%0), (V0»—Yo) € dD(f;), v, (t) siavvicinaa dD(f;) se t siavvicinaa %y,,

quindi v, ¢ la soluzione massimale. Si puo fare un ragionamento analogo per v_. <
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Figura 3.3.12

Soluzioni del problema di Cauchy
(3.3.35) con y,=—3,—1,2,4.

In bianco la retta di equazione y = —t in
cui non ¢ definita la funzione a secondo
membro dell’equazione differenziale.

3.3.5 EQUAZIONI DEL SECONDO ORDINE AUTONOME

Studiamo le equazioni differenziali del secondo ordine definite da una funzione in cui
non compare esplicitamente la variabile indipendente .
Consideriamo quindi il problema di Cauchy

Y (1) =g (y(1),y' (1)),
y(t6) =05 (3.3.36)
Y (t0) =15
dove g € C(A,R), con A C R? aperto, e (y,,7,) € A. Le equazioni di questo tipo sono
dette autonome.
Supponiamo y, #0. Sia v: I - R, con I C R intervallo, una soluzione di questo pro-
blema. Poiché y, # 0 e v’ ¢ continua esiste un intorno di ¢, incui v" ha segno costante; per
semplificare le notazioni supponiamo che tale intorno sia tutto 7. Pertanto, per il criterio

di monotonia stretta, v € strettamente monotona, quindi iniettiva, e ha inversa derivabile.
Per il teorema dei valori intermedi ©(7) ¢ un intervallo, che indichiamo con ] . Poniamo

/ _
w: ] - R, w=v o0 !,

Siha w € C!(J,R), perché v/ e v~! sono diclasse C!, inoltre, Vs €], si ha
v"(v7(s))

v/ <v—1(s)> '

Poiché v ¢ soluzione del problema (3.3.36), da qui segue

g(v(v‘l(s)>, 7/(7)_1(5)» g(s,fw(s)) ‘

w'(s)= =

v’(v—l(s)> w(s)

w'(s)= v”(v_l(s))<v_1>/(s) =

Inoltre st ha
w(Y,) = 7/<7)_1(3’o)> =v'(t5) =7, -
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Quindi w ¢ soluzione del problema di Cauchy

iy 8576
==, (3.3.37)
z(%o) =1 -
Abbiamo ottenuto un problema di Cauchy per un’equazione differenziale del primo ordine,
che solitamente ¢ piu semplice da risolvere di una del secondo ordine.
Viceversa, siano w: ] — R, con J C R intervallo, soluzione del problema (3.3.37) e
v: 1, >R, con I; CR intervallo, soluzione del problema di Cauchy

{x/(t): w(x(1)),

3.3.38
x(t5) =g - ( :

Allora v/ = wov € C!(I,R), perché composizione di funzioni di classe C!; pertanto
v € C*(I,R). Inoltre, Yt €1, risulta

g(v(),w(o(1)))

w('v(t))
Poiché v ¢ soluzione del problema (3.3.38) si ha v(¢,) =y, ; inoltre, poiché w ¢ soluzione
del problema (3.3.37) si ha v'(t5) = w(v(t5)) = w(y,) =y, -

Osserviamo che ’equazione che compare nel problema (3.3.38) ¢ a variabili separabili,
quindi possiamo risolverla con il metodo illustrato nella sottosezione 3.3.2.

"(t)=(wov)(t)= u/(v(t))v/(t) = V()= g(v(t), 'v/(t)).

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

3.3.24 Teorema

Siano A CR? aperto, g € C(4,R), t, €R e (yy,y,) EA con y, #0. Siano w
soluzione del problema di Cauchy

(s, 7(5)

/ p—
e
z(%0) =1,
e v soluzione del problema di Cauchy
{x/(t) =w(x(2)),
x(to) = o -
Allora v ¢ soluzione del problema di Cauchy
() =g((2),y'(2)),

y(to) =05
y/(to) =215
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3.3.25 Osservazione. Nel caso y; =0 puo non esistere un intorno di #, in cui la soluzione
¢ iniettiva, quindi il metodo esposto sopra non ¢ utilizzabile.

Se st ha g(y,,0) = 0, allora la funzione che vale costantemente y, ¢ soluzione del
problema

Y1) =g(y(2),y' (1)),

y(t0) =05

y/<t0) =0,
Se invece g(y,,0) =0 si puo cercare una soluzione del problema (3.3.36) con y, arbitrario
e non nullo e fare tendere y, a 0. <

3.3.26 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy
2
(»'(2))

y'(t)=— "0 +2y/(1),
2 0)=2 (3.3.39)
y'(0)=1.

Lequazione differenziale ¢ del secondo ordine autonoma. La condizione iniziale su y’
¢ diversa da 0, quindi possiamo trasformare I’equazione in una del primo ordine conside-
rando la funzione incognita z=9"0y~!. Si ha allora

A o ©) NS W G 4 1 O)) TN W © B
)_y’(y‘l(S))_y’(y‘l(s))< y(y1(s)) +2/0 ()>>_ i

s
Dobbiamo quindi risolvere il problema di Cauchy

ey—_ L
Z'(s)= SZ(S)—I_Z, (3.3.40)

z(2)=1.

Lequazione differenziale ¢ lineare e puo essere scritta nella forma z'(s) + (1/s)z(s) = 2.
Poiché cerchiamo soluzioni definite per s positivo, una primitiva del coefliciente 1/s ¢&
la funzione logaritmo. Pertanto, per il teorema 3.3.2 questo problema di Cauchy ha la
soluzione

S

w(s)= exp(—logs)f 2exp(logo)do + exp(—logs)exp(log2) =
2
s 2
:lf 20d0+%:1[02];+%:1(52_4)+%:5 2.
s J, s s s s s s

Per il teorema 3.3.24, per trovare una soluzione del problema (3.3.39) dobbiamo risol-
vere il problema
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Sia v € C{(I,R), con I C R intervallo contenente 0, che verifica questa equazione; re-

stringendo eventualmente il dominio 7, possiamo supporre che sia v(t) # £+/2. Allora,

Vtel,siha
@) o (e
L (v(7))’ =2 fo e

o(t) t
f 20 dO':J 1dr,
2 022 0

% log((‘zz(t))2 —2)— % log2=t,
log((v(t)>2—2> =2t +log2,
(v(t)>2—2:2e2t ,

(v(1))" = 2¢* +2.

Poiché deve essere ©v(0) = 2 > 0, si ricava v(t) = +/2e2 +2. Poiché, Vi € R, si ha

2¢?' 42> 0, questa & definita in R, inoltre & sempre diversa da 4 +/2. Pertanto il proble-
ma (3.3.39) ha la soluzione

v7:R—->R, () =1/ 2e% +2. <

Figura 3.3.13
A sinistra: grafico della funzione v, soluzione del problema di Cauchy (3.3.39). A destra:
la traiettoria del punto (v(t), 7/(t)> :
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3.3.27 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

') 1

y'(t)= — = ()Y,

y(t) 2
y(O) ) (3.3.41)
y'(0)=y,

con y,€R" e y, €R.

Lequazione differenziale ¢ del secondo ordine autonoma. Supponiamo y; # 0; possia-
mo trasformare I’equazione in una del primo ordine considerando la funzione incognita
z=9"0y71. Si haallora

()= L0 0) ! <<y’<y‘l<S>>> L (—1<5>))2>:Z<S) §?

TYoE) YOO\ i) 2VY

Dobbiamo quindi risolvere il problema di Cauchy

Z/(S) = & — 52 5
s 220) (3.3.42)
z(yo) =1 -
Lequazione differenziale ¢ di Bernoulli (v. sottosezione 3.3.3). Ponendo x = z? si ottiene

C2z) 2

—s2=Zx(s)—s?,
s

2
x'(s) == x(s)—s?,
s
x(9o) =7 -
Lequazione puo essere scritta nella forma x'(s) — (2/s)x(s) = —s?; una primitiva della

funzione s — —2/s, con s >0, ¢ la funzione s — —2logs, pertanto, per il teorema 3.3.2,
il problema ha la soluzione

S

w(s)= exp(2 log|s|>J exp(—Z log|a|>(—02)d0 + exp(Z log|s|> exp(—Z log|yo|>y12 =
Yo

_ 2 J (—1)do + 5297292 = —5* + (3 + 9205,
Y

0

Quindi il problema (3.3.42) ha la soluzione

u(s) = sgn(y;) /—s3 + (yp + 92 /32)s2.

Come dominio di # consideriamo un intervallo contenente y, in cui ’argomento della
radice ¢ positivo, perché una soluzione del problema (3.3.42) deve essere diversa da 0. Tale
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argomento si annulla per s =0 e s = 75+ y7 /93 ed ¢ positivo per s compreso tra tali
valori; poiché risulta y, +y7 /92 >y, > 0, Iintervallo cercato & 10,5, + y7/yZ[ . Poniamo

k =4/, +9i/y; . Lintervallo in cui ¢ definita # ¢ contenuto in R*, quindi si ha

u(s) =sgn(y,) vV —s> +k2s2 =sgn(y,)s vV k2 —s.

Per il teorema 3.3.24, per trovare una soluzione del problema (3.3.41) dobbiamo risol-
vere il problema

{y’(t) =sgn(y)y(t) v 2= (), (3.3.43)
y(0)=1yp.

L’equazione ¢ a variabili separabili, perché del tipo y’(¢) = g(£)h(y(¢)), con g(¢) =sgn(y,)
e h(y) =y k2—y,e h( (0% ) # 0. Una funzione v € C'(I,R), con I C R intervallo tale

che O €1, verifica ’equazione se e solo se, Yt €1, st ha

Lt o(7) vlkf)_ o) dv =Sgn(y1)fot ldr,

che, tenendo conto della condizione iniziale, equivale a

'U(t) 1
——————do =sgn(y,)t.
o\ k2—0o :

Per calcolare I'integrale effettuiamo la sostituzione 4/k2—o = p, cio¢ o = k? — p?. Per

0 =7, siha
p=Vk—y,= \| Yo T __yo

e per 0 =v(t) siha p=+/k?—o(t). Pertanto

B0 gy
i [t
k2 —o | (k2 — 2)/0

111/ 111/
f ktptk—p P 4 f 1 >dp=
N S (k—p)(k+p) "k /e+,o

— 21 _ [y11/70 _
—k[ log|k P|+10g|k+P|]m—

+log’k—\//e2—fv(t)’—log‘/e+\/kz—v(t)D:
L <(k+|y1|/yo)(/€—\/kz—’v(t))>
VE—0(1)))’

TE O\ (=l + )

yil/%0
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perché, come si verifica facilmente, gli argomenti dei valori assoluti sono positivi. Quindi

si ha
1 log<<k +1l/70) (k= v/ k2 —0(2))
k (k—yil/70)(k + VB2 —2(2))
da cui si ricava, successivamente,
(k + il /30)(k — v/ B2 — (1)
< _|y1|/yo><k + kz_’”(t)

> =sgn(y,)¢.

<< |;;|> exp(sgn(yl)kt) </€ + %>> k2 —o(t)=

_ <_< g;') exp(sgn(y,)kt) + </€ + %»k |

Poiché & —|y,|/y, >0, il primo membro ¢ positivo, pertanto deve essere positivo anche il
secondo membro, cioe ¢ deve essere tale che

—</e |y1|> exp(sgn(y, )kt) + </e + |y1|> >0,
Yo Yo

cioe

k+ /70

exp(sgn(y,)kt) < :
POEOVE) <

(3.3.44)

Per tali ¢ si ha

<< li')GXp(Sgn(yl)kt) <k+m>>2(/e2—7)(t)>:

Yo

_ <—<k |io|> exp(sgn(y, ke ) + <k + |i_;|>>2kz’

da cui, ricordando che abbiamo posto k& = 4/y, + /73, si ricava

(=BT explantonee) + e+ 'z;')) o6)=
:<</e |z:|> exp(sgn(yl)/et> </€_|_ |§:|>>2/€2_
_<< |z:|>eXP<Sgn(y1)kt) <k+|§l|>>2’€2=
4]

= 4</e — I) exp(sgn(yl)/e t></€ + |z;| >k2 = 4<k2 |j;10| > exp(sgn(yl)kt>/e

= 4y, exp(sgn(y, )k t)k?.
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Pertanto
()= 4y, exp(sgn(y, )kt ) k? .
((k—1y11/5) exp(sgnly Vet )+ (k + [y, /3))

_ 4900 +31/%) _

((k—sgn(1)1/5) exp(sgn(y )(k/2)) + (k +sgn(y;) 7, /3o) eXp(—sgn(yl)(/e/2)t))2
_ 430(%0 +91/%3) _

((k—31/70) exp((k/2)t) + (k4 /55) exp(—(k/2)t))

403 +97)

(k=) exp((k/2)2) + (kyo +3,) exp(—(k/21))

Osserviamo che, poiché ky, —y, > 0, il denominatore ¢ sempre positivo, quindi #
ha dominio naturale R. Nel ricavare # si era invece fatta 'ipotesi che ¢ verificasse la
condizione (3.3.44). Questa condizione ¢ dovuta al procedimento seguito, in particolare
per trovare una soluzione del problema (3.3.43) abbiamo utilizzato il metodo risolutivo
per le equazioni a variabili separabili, che non assicura di trovare una soluzione massimale
se la funzione dipendente dall’incognita si annulla. Si puo verificare che la funzione

49095 +97)
(3o —1) exp((k/2)¢) + (kyo +9,) exp(—(k/2)t))

¢ soluzione del problema di Cauchy (3.3.41). Abbiamo determinato la soluzione # nel
caso y; # 0, ma P’espressione trovata ha senso anche per y; =0; in tal caso si ha k= /55 e

u:R—-R, u(t)=

b

_ 493 B ’s
%(t B 2 2 5
< eXP<(\/_/2> ) —|—yo eXp<—<m/z>t>) cosh <<\/y_o/2>t>
che, come si verifica facilmente, ¢ soluzione del problema (3.3.41). <

Se la funzione g che definisce un’equazione autonoma del secondo ordine ¢ prodotto
di una funzione di y per una funzione di y’ esiste un procedimento pit semplice di quello
esposto sopra per cercare una soluzione.

Consideriamo quindi un problema d Cauchy del tipo
(1) = ho(y(£))hy (' (1))
¥(t0)=o>
Y (t)) =1,

con hy e h, opportune funzioni. Se b, non si annulla, I’equazione equivale a

')
171<y/(t)> o(j/(t)),
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JLliy N

Soluzioni del problema di Cauchy (3.3.41). In alto a sinistra: y, =1, y, = —3,—2,—1,0,
1,2,3. In alto a destra: y, =2, y, = —3,—2,—1,0,1,2,3. In basso a sinistra: y, = 1,2,
3,4,5, y, =0. In basso a destra: y,=1,2,3,4,5, y, =1.

Y,
h1<y/(lf)> Y (t) O<y(t)>a
quindi

thsz t/sh s))ds.
" bl(y’(s)) ftoy( ) O(y( )>

Con opportune sostituzioni questo equivale a

fy’(t) . fy(t)b( d
o = o o.
y hl(a) Y °

1 0

Se si possono calcolare gli 1ntegrah si ottiene una uguaghanza tra una funzione di y’(¢) e
una di y(¢), cio¢ una equamone differenziale del prlmo ordine, non necessariamente in
forma normale. Si ¢ cosi abbassato ’ordine dell’equazione.

lustriamo questo procedimento con un esempio.
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3.3.28 Esempio. Consideriamo il problema di Cauchy

(= 2O Zyl ,
O () + (3.3.45)
y'(0)=y,

con y,,7; €R.

Supponiamo y, # 0. In tal caso una soluzione ha derivata non nulla in un intorno di 0,
pertanto consideriamo v € C(I,R), con I C R intervallo tale che 0 € I, soluzione di
questo problema con derivata non nulla. Allora, V¢t €1, si ha

da cui segue

t t 2 /
[0 [ 220,
o V'(s) o (v(s))” +1
Effettuando la sostituzione ¢ = v'(s) nell’integrale a primo membro e ¢ = v(s) nell’inte-
grale a secondo membro si ottiene

che, tenendo conto delle condizioni v(0) =7y, e v'(0) =y, , equivale a

W(t) 4 ot)
J —da_f  do,
y o Yo 02+1

1

cioe
log|2'(¢)] —logly, | = log((v(2))" + 1) —log(y3 + 1),

da cut si ricava

’Z)/(t) _ (v(t)>2+1 -

ve+1

Poiché v'(0) =y, per ¢ in un intorno di 0 ’'argomento del valore assoluto ¢ ¢ positivo,

quindi si ottiene
Y

Dobbiamo ora risolvere il problema di Cauchy

V=2 (00 +1)

y(0) =y,
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che ¢ a variabili separabili. Una funzione w € C!(I,R), con I C R intervallo tale che
0€, ¢ soluzione di questo problema se e solo se, Yt €1, si ha

t / t
f w—@dSZJ zy—lds,
0 (w(s)) +1 0o Yo t+1
con w(0)=y,, cioe
N

arctan(w(t)) —arctany, = t,
< ( )) Yo yg +1
che equivale a
J1
arctan(w(t)) = t +arctanvy,;
< ( )> P +1 Yo
pertanto che deve essere
7 Vi 7
——< t +arctany, < — 3.3.46
2 75t =3 (3:3:46)

e, per tali ¢, risulta

y5+

Se y, > 0 la condizione (3.3.46) equivale a

2 2
+1 +1
Yo <— z —arctanyo> <t< %o <z —arctanyo> >
D1 - yio\2

w(t):tan< ! 1t+arctanyo>.

mentre se y; <0 equivale a

2 2
+1 +1
e <E —arctanyo> <t< Yo <— T —arctanyo> ,
i \2 N 2

in entrambi 1 casi abbiamo

2 2
+1 +1
i <— sgn(y;) z —arctanyo> <t< Yo <sgn(y1) T arctanyo> ,
V1 2 T 2

Pertanto il problema di Cauchy (3.3.45) ha la soluzione

2
+1
ws |

T ve+1 T
<— sgn(y,) = — arctanyo>, <sgn(y1) —— arctanyo>[ - R,
V1 2 y 2

1

V1 >
w(t)=tan t 4+ arctan .
O 2

Se t tende a uno degli estremi del dominio di w, allora I'argomento della funzione
tangente tende a —7r/2 oppure a 7/2, quindi w(¢) diverge; pertanto @ non puo essere
prolungata ulteriormente.

Abbiamo finora considerato il caso y; # 0. Se y, = 0, si verifica facilmente che la
funzione che vale costantemente y, ¢ soluzione del problema (3.3.45). Questo caso puo
essere considerato nell’ambito generale, perché ¢ quello che si ottiene ponendo y; =0 nella
formula che definisce w . <
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)
[ -

Soluzioni del problema di Cauchy (3.3.45). In alto a sinistra: y, =0, y, =—2,—1,0,1,2.
Inalto adestra: y, =1, y, =—2,—1,0,1,2. In basso a sinistra: y,=—2,—1,0,1,2, y, =1.
In basso a destra: y,=-—2,—1,0,1,2, y, =2.

3.4 EQUAZIONI E SISTEMI LINEARI

3.4.1 SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DEL PRIMO ORDINE

Studiamo 1 sistemi lineari di equazioni differenziali, dove il termine “lineare” ¢ inteso
come nella sottosezione 3.3.1, cioe le funzioni incognite compaiono al primo grado.
Studiamo sistemi del primo ordine, quindi del tipo

/

yi(t) =ay (8)y,(£) +ap(t)y, () + - +ay,(t)y,(t)+b(t),
§2(8) = ay (£)y,(£) +an(£)y,(t) 4+ ay, () ,(2) + by(2),
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dove, per 7,k =1,2,...,n, ajk,bj € C(J,R), con J CR intervallo. Considerando le ajp

come elementi di una funzione a valori matrici, il sistema puo essere scritto in forma
vettoriale come

Y (t)=A(t)y(t)+ b(t), (3.4.1)

dove A€ C <] ,%n,n(R)> e b € C(J,R"). Un sistema di questo tipo ¢ detto sistema di

equazioni differenziali lineare; la funzione A ¢ detta matrice dei coefficienti del sistema
e la funzione b termine noto.

Con C (] ,//ln,n(]R)) indichiamo I'insieme della funzioni da | a ./, ,(R) continue,

cioe tali che ciascun elemento della matrice ¢ una funzione continua.
Diciamo che il sistema (3.4.1) ¢ omogeneo quando, Yt € J, si ha b(¢t) = 0; in caso
contrario diciamo che il sistema ¢ non omogeneo. Il sistema

y'(t) =A(t)y(t) (3.4.2)

¢ detto sistema omogeneo associato al sistema (3.4.1).

Osserviamo che, se | ¢ aperto, la funzione (t,y)+— A(t)y + b(t) verifica le ipotesi del
teorema di esistenza globale 3.1.15. Infatti se K ¢ un compatto di ], allora, per il teorema

di Weierstrass, 3M € R* tale che, Yt € K e, per j, b =1,2,...,n, si ha |a]-k(t)| <M,
pertanto, per la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, VY(t,y),(¢,2z) € K x R”, risulta

2\ 1/2
(A + b()) — (A(1)z + b(0))]| = Iy — 2) <Z<Zﬂ],€ k—zk>> <

< <Z ((kZ ajk<r>2)l/2<k2; O —Zk>2>l/2>2>1/2 =(>

12
ST au(e?) ly—zll<
n 1/2
<(337) ly—2ll = nitlly )

7,k=1
7,k=1

quindi si ha lipschitzianita rispetto alle ultime 7 variabili, uniformemente rispetto alla
prima.

Pertanto, qualunque problema di Cauchy per I’equazione (3.3.1) ha soluzione con do-
minio /. Si puo dimostrare che quanto appena osservato ¢ vero anche se J non ¢ aperto.
Vale quindi il seguente teorema.

3.4.1 Teorema

Siano | C R intervallo, A € C(],//ln,n(]R)), beC(,R"), tye] e y, e R".

Allora il problema di Cauchy
"(tY=At)y(t)+ b(t),
{y() (£)y(£)+b(t) (3.4.3)
y(t) =Yg

ha una e una sola soluzione di dominio J .

\. J
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Questo teorema motiva il fatto che, diversamente dal caso dei sistemi di tipo genera-
le, per i sistemi lineari consideriamo solo soluzioni con dominio uguale al dominio del
coefliciente e del termine noto.

Definizione di soluzione di un sistema di equazioni differenziali lineare e di

integrale generale

Siano J CR intervallo, A€ C(],e//ln,n(R)), beC(J,R") e v:] >R".
Diciamo che v ¢ soluzione del sistema di equazioni differenziali (3.4.1) quando
v € CYJ,R") esiha, Yt €],

' (t)=A(t)v(t)+ b(t).

Chiamiamo integrale generale del sistema di equazioni differenziali (3.4.1) I'in-
sieme delle soluzioni del sistema.

\.

Nell’osservazione 3.3.3 abbiamo notato che I'integrale generale di un’equazione lineare
del primo ordine omogenea € un sottospazio di dimensione 1 dello spazio vettoriale delle
funzioni di classe C!, mentre lintegrale generale di un’equazione non omogenea ¢ un
sottospazio affine, traslato dell’integrale generale dell’omogenea associata.

La situazione ¢ del tutto analoga per 1 sistemi, cambia solo la dimensione dell’integrale
generale.

3.4.2 Teorema

Siano J/ CR intervallo, A€ C(],//ln,n(]R)) e be C(J,R”). Allora

I) DPintegrale generale del sistema omogeneo (3.4.2) ¢ un sottospazio vettoriale di
C1(J,R") di dimensione 7 ;

II) DPintegrale generale del sistema non omogeneo (3.4.1) ¢ un sottospazio affine di
C1(J,IR"), traslato dell’integrale generale dell’omogeneo associato.

. J

DiMosTRAZIONE. I) Per v € C!(J,R”) indichiamo con T(v) la funzione
T(v):] >R, T(v)(t)=2(t)—A(t)v(t).

Poiché v ¢ diclasse C!, T(v) ¢ continua, pertanto T ¢ una funzione dallo spazio vet-
toriale C!(J,R”) allo spazio vettoriale C(J,IR"). Verifichiamo che T ¢ lineare; infatti, se
v,v,€CY(J,R") e A4;,A, €R,allorasi ha

T(Av, 4+ Av,) = (4o +4v,) —A(d v, + A,v,) = A jv] + 4,0, — L Av, — L Av, =
= 4(v)—Av)) + A(vy —Av,) = 4 T (v,) + A4, T(v,).
Evidentemente v ¢ soluzione del sistema omogeneo (3.4.2) se e solo se v € ker T'; poi-
ché ker T' & un sottospazio vettoriale di C!(J,IR"), I'insieme delle soluzioni dell’equazione

omogenea ¢ un sottospazio vettoriale di C!(J,IR”). Indichiamo tale sottospazio con V.
Dimostriamo che V' ¢ isomorfo a R”, pertanto ha dimensione 7.
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Fissato t, €], sia
§: V>R, S(v)=v(ty).

Evidentemente § ¢ una trasformazione lineare. Se v € kerS, allora v ¢ soluzione del
sistema (3.4.2) e S(v) =wv(t,) =0, pertanto v ¢ soluzione del problema di Cauchy

{y’(t) =A(t)y(1),
y(t)=0.
La funzione identicamente nulla € soluzione di questo problema e, per il teorema 3.4.1,

c’e unicita della soluzione, pertanto v e identicamente nulla, quindi § ¢ iniettiva. Fissato
Y, ER",sia v € C!(J,R) soluzione del problema di Cauchy

Percio v €V e §(v)=1y,, quindi y, appartiene all'immagine di §. Pertanto § ¢ su R”.
Quindi § ¢ un isomorfismo tra V e R”.

II) Una funzione v € C'(J,R") ¢ soluzione del sistema non omogeneo (3.4.1) se e so-
lose T(v) = b (dove T ¢ la trasformazione lineare definita sopra). Pertanto, fissato
w € CY(J,R”) tale che T(w)="5, allora Yv € C(J,R"), si ha

T(v)=b <= T(v—w)=0
<< v—weckerT
<= vew+tkerT.

Quindi I'insieme delle soluzioni del sistema non omogeneo ¢ un traslato di ker T', che ¢
I'integrale generale del sistema omogeneo associato. [

3.4.3 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo

y'(t) = 1<1 + %>y(t)+ 1<1—%>z(1§),

2 2 (3.4.4)
=3B 3+

con t e RY.
Se v:RT — R? ¢ soluzione di questo sistema, allora, sommando membro a membro
st ha

1 1 1 1 1 1 1 1
=0,() + ().
Quindi v, 49, ¢ soluzione dell’equazione differenziale lineare omogenea del primo ordine

x'(t)—x(t) = 0; poiché una primitiva del coefficiente ¢ — —1 ¢ la funzione ¢t — —t, per
il teorema 3.3.1, dc € R tale che v, ()4 v,(t) =ce’.



242 Capitolo 3. Equazion: differenziali ordinarie

In modo analogo, sottraendo membro a membro, si ha

o0—o0) =3 (147 Ju0+3(1-1 o= 3 (11 )mo—3 (147 ) mlo)=

1
=7 (’Ul(t)_’vz(t» .
Quindi v, —, € soluzione dell’equazione differenziale lineare omogenea del primo ordi-
ne x'(t)—(1/t)x(t) = 0; poiché una primitiva del coefficiente ¢t — —1/t ¢ la funzione
t — —logt, per il teorema 3.3.1, 3d € R tale che v,(t)—v,(t) =d exp(logt)=dzt.
Pertanto risulta

%)= 2{(0(0) +on(0) + () —wx(0)) = Se 4 D,
5= H{(@1 (0 +on(0) ~ ()~ ey(0)) = S D .

Quindi I'integrale generale del sistema (3.4.4) ¢ il sottospazio vettoriale di C1(R*,R?)
{t = (ce' +dt,ce! —dr)|c,d eR}. <

Abbiamo dimostrato che I'integrale generale del sistema omogeneo (3.4.2) € un sotto-
spazio vettoriale di C'(J,R”) di dimensione 7 ; per determinarlo ¢ sufficiente conoscerne
una base, cioe un insieme di 7 soluzioni linearmente indipendenti. Diamo un nome a un
tale insieme.

Definizione di sistema fondamentale di soluzioni e di matrice fondamentale

Siano J C R intervallo, A€ C(],e//ln,n(R» e {v,v,...,0,} CCYJ,R").

Diciamo che {v,,v,,...,v,} ¢ un sistema fondamentale di soluzioni del siste-
ma omogeneo (3.4.2) quando {v,,v,,...,v,} ¢ una base dell'integrale generale del
sistema.

Diciamo che una funzione a valori matrici ®: ] — ./, ,(R) ¢ una matrice fonda-
mentale del sistema (3.4.2) quando le colonne di tale matrice costituiscono un sistema
fondamentale di soluzioni del sistema.

\ J

Evidentemente un sistema fondamentale di soluzioni ¢ un insieme di 7 soluzioni li-
nearmente indipendenti.

Osserviamo che le funzioni v,,v,,...,v, € C!(J,R?) sono linearmente dipendenti
quando esistono ¢, ¢,,...,c, € R, non tutti nulli, tali che ;7:1 cjv; =0, cioe, Yt €], si
ha Ticvi(e)=0; quindi i vettori v(¢),v,(¢),...,v,(t) sono linearmente dipenden-
tiin R”. Invece se, V¢ €], 1 vettori v(¢),v,(t),...,v,(t) sono linearmente dipendenti

non necessariamente le funzioni v,v,,...,v, sono linearmente dipendenti.

Infatti 1 vettori v,(t),v,(¢),...,v,(¢) sono linearmente dipendenti se esiste una loro
combinazione lineare nulla con coefficienti non tutti nulli, ma tali coefficienti possono
dipendere da ¢ . Invece le funzioni v,,v,,...,v, sono linearmente dipendenti se esiste una

loro combinazione lineare nulla con coefficienti non tutti nulli che non dipendono da ¢ .
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3.4.4 Esempio. Consideriamo il sistema (3.4.4). Nell’esempio 3.4.3 abbiamo visto che
I'integrale generale ¢

{t—(ce' +dt,ce’ —dt)

c,d,E]R},

che ¢ il sottospazio di C'(R*,[R?) generato dalle funzioni t — (e,e’) e t — (t,—t). Per
il teorema 3.4.2, affermazione I, tale spazio vettoriale ha dimensione 2, pertanto le due
funzioni che lo generano sono linearmente indipendenti e costituiscono una base, cioe un
sistema fondamentale. Una matrice fondamentale ¢

t
t-—><et t>. |
e —t

3.4.5 Osservazione. Sia ®:] — ./, ,(R) una matrice fondamentale per il sistema omo-

geneo (3.4.2). Allora, per k =1,2,...,7, (914, Pap>--->@,;) € soluzione del sistema. Per-
tanto, Yt €/, st ha

?(t) o) [ =102\ [(ADR(D)),,

%k(t) P (t) Z;‘Z:l“z]‘(t)%k(t) (A(t)é(t»zk
. [FAO = : - :

o (t) Pr(t) 1, ()p(2) <A(t)<I;(t)>nk

Quindi, Yt €], si ha ®(t) = A(¢)®(¢), dove indichiamo con @’ la funzione a valori
matrici i cui elementi sono le derivate degli elementi della ®. <

3.4.6 Teorema

Siano J C R intervallo, A€ C(/, .4, ,(R)), ®:] —» .M, ,(R) ¢ veC'(J,R").
Supponiamo che ® sia una matrice fondamentale del sistema omogeneo (3.4.2). Una

funzione v: ] — R” ¢ soluzione del sistema se e solo se dc € R” tale che, Yz €], si
ha v(t) =®(¢)c.

\ J

DimosTRAZIONE. Il teorema ¢ conseguenza immediata del fatto che ogni soluzione ¢ combi-
nazione lineare delle colonne della matrice ® e che ogni combinazione lineare delle colonne
di una matrice si puo scrivere come prodotto della matrice per una matrice colonna.  ®

Date 7 soluzioni di un sistema, ¢ utile sapere se esse costituiscono un sistema fonda-
mentale di soluzioni. Il seguente teorema da indicazioni in questo senso.

3.4.7 Teorema

Siano | C R intervallo, A € C(],,//ln,n(]R)) e ®:] — .M, ,(R) una funzione a
valori matrici le cui colonne sono soluzioni del sistema omogeneo (3.4.2). Le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

I) @ ¢una matrice fondamentale del sistema (3.4.2);

II) Vse],lamatrice ®(s) ¢ invertibile;

IT) ds €] tale che la matrice ®(s) ¢ invertibile.

r
\
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DivostrAZIONE. I => II) Sia @ ¢ una matrice fondamentale; fissato s €], Vy,eR”,
il problema di Cauchy

{y/(f) =A(t)y(2),
Y(s) =0,

ha una soluzione che, per il teorema 3.4.6, puo essere scritta nella forma ®(¢)c, per un
opportuno ¢ € R”. Quindi si ha ®(s)c =y,. Questo prova che 'immagine della trasfor-
mazione lineare associata a ®(s) ¢ R”, percio ®(s) ¢ invertibile.

I = III) E ovvio.

Il = I) Sia s €] tale che ®(s) ¢ invertibile. Indicate con ¢,,¢,,...,¢, le colonne
di ®,se c € R” ¢ tale che la combinazione lineare 20169, ¢ nulla, allora in particolare

siha 377, c;¢,(s)=0, cio¢ ®(s)c =0, quindi ¢ =0, perché ®(s) ¢ invertibile. Pertanto
le 9 ,0,,...,9, sono linearmente indipendenti, percio @ ¢ una matrice fondamentale. M
Linvertibilita di una matrice equivale al fatto che il suo determinante sia non nullo.

Questo teorema suggerisce quindi di studiare il determinante di una matrice le cui colonne
sono soluzioni di un sistema lineare omogeneo di equazioni differenziali.

Definizione di determinante wronskiano!® per funzioni vettoriali

Siano / C R intervallo e v,,v,,...,v, € C(J,R”). Chiamiamo determinante
wronskiano delle v,v,,...,v, lafunzione

W(v,,vy...,v,): ] >R,

Ull<t) '021<t) vnl(t)

W<v K% (Y )(t)—dt ’012<t) UZZ(I) 7}712<t>
Y2525y =ae . ) . .

7}In.<t> 7}2”.<t> Unr;<t)

Il simbolo v;;, indicala k-esima componente di ;.

Poiché una matrice ¢ invertibile se, e solo se, il suo determinante ¢ non nullo, dal
teorema 3.4.7 si ha immediatamente il teorema seguente.

3.4.8 Teorema

Siano | C R intervallo, A€ C(],//ln’n(R)) e vy,Vy,...,v, soluzioni del sistema
omogeneo (3.4.2). Le seguenti affermazioni sono equivalenti:

I) {v,,v,...,v,} ¢unsistema fondamentale di soluzioni del sistema (3.4.2);
M Vsej, W(v,v,,...,v,)(s)#0;
o) Isej, W(vy,v,...,v,)(s)#0.

. J

11 determinante prende il nome da Jozéf-Maria Hoéné-Wronski (Wolsztyn, Polonia, 1778 - Neuilly-sur-Seine,
Francia, 1853), che nel 1811 utilizzo il determinante wronskiano che definiremo nel caso di equazioni di ordine
superiore per lo studio di serie di funzioni. Hoéné-Wronski fu studioso, oltre che di matematica, anche di filosofia
e astronomia.
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Per I’equivalenza tra le affermazioni Il e III, un determinante wronskiano di 7 soluzioni
del sistema (3.4.2) o ¢ identicamente nullo, oppure non si annulla mai. Pertanto per stabilire
se un insieme di 7 soluzioni costituisce un sistema fondamentale ¢ sufficiente verificare se
in un punto il determinante wronskiano ¢ diverso da 0.

3.4.9 Osservazione. Il fatto che un determinante wronskiano o ¢ identicamente nullo o
non si annulla mai ¢ conseguenza dell’equivalenza tra le affermazioni II e III del teore-
ma 3.4.8. Per funzioni arbitrarie cio non ¢ vero: il determinante wronskiano puo essere
nullo in certi punti e diverso da O in altri.

Siano

v:R—-R?, v,(2)
v R=RI, 0,(t)=(0,1).

I
—~~

—_
-

(@)
~
-

Evidentemente, V¢ € R, st ha W(v,v,)(t)=1t. Quindi W(v,,v,) non ¢ identicamente
nullo, ma si annullain 0. <

3.4.10 Osservazione. Per il teorema 3.4.8, se n soluzioni del sistema omogeneo (3.4.2)

hanno determinante wronskiano nullo, allora sono linearmente dipendenti. Cio non ¢&

vero se consideriamo il determinante di una matrice le cui colonne sono funzioni arbitrarie
Siano

v:R-R,  o,()=(1,]t]),
v R—R?, oy(t)=(|t],1).
Evidentemente, Yt € R, si ha
W(v,,v,)(t)=t>—|t]* =0.

Se ¢;,¢, € R sono tali che la combinazione lineare ¢;v,+c,v, ¢ identicamente nulla, allora
ponendo t =1 siottiene ¢,;+c¢, =0, mentre ponendo ¢ =—1 siottiene ¢;—c, =0, quindi
deve essere ¢, =¢, =0. Pertanto v, e v, sono linearmente indipendenti. <

3.4.11 Esempio. Riprendiamo in esame il sistema (3.4.4). Nell’esempio 3.4.4 abbiamo
visto che un sistema fondamentale di soluzioni é:

{t —(e'ye"),t — (t,—1)},

dove le due funzioni sono definite in R* . Il determinante wronskiano di tali funzioni é:

t
det <Z‘ _tt> =—2te’.

Come assicurato dal teorema 3.4.8, tale determinante ¢ diverso da 0 per t € RT. <

Per il teorema 3.4.6, conoscendo una matrice fondamentale per un sistema lineare si
trovano agevolmente tutte le soluzioni del sistema. In particolare si puo determinare una
soluzione che verifica una certa condizione iniziale. Il teorema seguente precisa questo fatto.
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3.4.12 Teorema

Siano / C R intervallo, A€ C(],//ln,n(]R)) , 0] > M, ,(R), ;€] e y,€R".
Se @ ¢ una matrice fondamentale del sistema omogeneo (3.4.2), allora la funzione

v:] >R, o(0)=3()(2(t)) Yo
¢ soluzione del problema di Cauchy

{y’(t>=A<t)y<t>,
y(to) =,-

\. J

DimmostrAZIONE. La funzione

v:] ->R"”, v(t) Z‘I’(t)@’(to))_lyo’

¢ il prodotto della matrice fondamentale @ per la matrice colonna (<I>(to)>_1 ¥, > quindi, per
1

il teorema 3.4.6, ¢ soluzione del sistema. Inoltre v(t,) = <I>(to)<<I>(to)> Yo =7, pertanto v
verifica la condizione iniziale. u

3.4.13 Esempio. Consideriamo il seguente problema di Cauchy per il sistema (3.4.4)

y()=5(1+3 )y +5(1-7 )20,

2(0)= 5 (17 )0+ 5(1+ 7 )2(0), (43
y(1)=2,

z(1)=—1

Il sistema di equazioni differenziali ¢ stato studiato negli esempi 3.4.3 e 3.4.4, una sua
matrice fondamentale ¢

&:R* - ., ,(R), <I>(t):<ei t>.

e —t
Si ha
1 1e_t 1e_t
-1 —t —t\_[2 2
((p(t)) T _Dtet <—et et > o 1 1
2t 2t
Per il teorema 3.4.12 la soluzione del problema di Cauchy ¢
11 1 13
R — — —et 41t
(et ot 2¢e  2e 2\ _ (e ¢t 2e | _| 2e 2
o(t)=(, N =0 = . |
et —t)l 1 1 |\=1)T\e —1/| 3 L3,
— —— — — e ——
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Studiamo ora un metodo per determinare una soluzione di un sistema non omogeneo
a partire da un sistema fondamentale di soluzioni del sistema omogeneo associato.
Sia ® una matrice fondamentale del sistema omogeneo (3.4.2). Cerchiamo una solu-

zione del sistema non omogeneo (3.4.1) della forma v(t) =®(¢)c(¢), dove ¢ € C'(J,R")
¢ una funzione da determinare. Poiché, per 'osservazione 3.4.5, si ha ' = A®, risulta

D(X_i 91 ¢) Fo 916 T 2L 9

| D(Zai92¢) fo1 92+ 2?21 21
v = = =

D( 7:1§0n]6]> ] 19071] ]+Z] 1§0n] ]

7:1(A‘I’)1j ¢ +Z;‘Z—1 $1; C]'

T (A®), ¢, +D7
_1( 2; 1P2; €
! ! ]. = ] = Adc +bc' = Av + b’ .

; ( )n] ]+Z] 1§0n] ]

Quindi v ¢ soluzione del sistema non omogeneo (3.4.1) se e solo se si ha ®c¢’ = b; per
il teorema 3.4.7, Yt € J, ®(¢) ¢ invertibile, quindi 'uguaglianza equivale a ¢’ = ®~1b.
Pertanto v = ®c ¢ soluzione del sistema non omogeneo, se si sceglie ¢ tale che, Yt €],

st ha
()= f b(s)ds,

con ty € J. Notiamo che la funzione integranda ¢ una funzione a valori vettoriali, I'inte-
grale € definito componente per componente.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

3.4.14 Teorema (metodo della variazione delle costanti di Lagrange®)

Siano / C R intervallo, A € C(],,//ln’n(]R)), beC(,R") e &:] — .M, ,(R)

una matrice fondamentale del sistema omogeneo (3.4.2). Scelto #, €] sia

c:] >R, c(t):f (®(s)) " b(s)ds.

Allora la funzione
v:]->R", o) =®(t)c(2),

¢ soluzione del sistema non omogeneo (3.4.1).

2071 teorema prende il nome da Giuseppe Luigi Lagrange (Torino, 1736 - Parigi, 1813), che espose il metodo in
un articolo del 1775. Lagrange fu tra i fondatori della meccanica analitica e diede grandi contributi allo sviluppo
di vari settori dell’analisi; ottenne anche importanti risultati in astronomia, teoria dei numeri, algebra e geometria
analitica.
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3.4.15 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare non omogeneo

y'(1)= 1<1+ %>y(t)+ 1<1—%>z(t)+3t,

SR 040
z/(t):§<1—;>y(t)+§< +;>z(t)+t,

con t € R*.
Il sistema omogeneo associato ¢ il sistema (3.4.4). Una matrice fondamentale per il
sistema omogeneo ¢ (v. esempio 3.4.4)

1 %e_t %e_t
(<I>(t)) =17 )
2t 2t

Per il metodo della variazione delle costanti di Lagrange 3.4.14, una soluzione del siste-
ma (3.4.6) ¢ la funzione v =®c, con c: R* — R? tale che

1 _ le_ z .
c(t)= flt(Q(S))_l <355> ds = flt Ei ii <3SS> ds :ﬁ <2Si > ds.
2s 2s

Si ha

t t
ﬁ 2se*ds = [—2S€_S]i +J 2¢ds =[—2s¢”" —Ze_s]’f =—2(t+1)e " +4e,

1
1
t
J 1lds=1t—1.
1

Pertanto una soluzione del sistema (3.4.6) ¢ la funzione v: Rt — R?,
_ —2(t+ et +4e 1\ fet ot \[=2t+1e " +4e7\
v(t)_¢(t)< t—1 \ef —t t—1 B

(4t 42 =32
_<4et_1—t2—t—2>' <

3.4.2 FEQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI DI ORDINE SUPERIORE

(=2t D) et 42—
T2t 1) 4t =124t

Consideriamo equazioni differenziali lineari di ordine superiore; anche in questo caso
il termine “lineare” indica che la funzione incognita e le sue derivate compaiono al primo
grado. Modificando la forma dell’equazione, come gia fatto per le equazioni lineari del
primo ordine (v. sottosezione 3.3.1), consideriamo equazioni del tipo

n—1

Y )+ D a(yV(e)=b(r), (3.4.7)

J=0
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dove ay,ayy...,a, ,b € C(J,R), con ] C R intervallo. Un’equazione di questo tipo ¢
detta equazione differenziale lineare di ordine #; le funzioni ay,a,,...,a, ; vengono
dette coefficienti dell’equazione e la funzione 5 termine noto.

Diciamo che ’equazione (3.4.7) ¢ omogenea quando, Yt €], si ha b(t) =0; in caso
contrario diciamo che I’equazione € non omogenea. L'equazione

n—I1

Y+ D ity V(2) =0, (3.4.8)

/=0

¢ detta equazione omogenea associata all’equazione (3.4.7).

Il teorema 3.1.16 stabilisce una corrispondenza biunivoca tra le soluzioni di un problema
di Cauchy per una generica equazione di ordine superiore e le soluzioni di un problema di
Cauchy per un particolare sistema del primo ordine. Ragionamenti analoghi si possono
fare per le funzioni che verificano un’equazione differenziale lineare di ordine superiore.
Procedendo come nella dimostrazione del teorema citato si costruisce una corrispondenza
tra le funzioni che verificano I’equazione lineare (3.4.7) e le funzioni che verificano il sistema
di equazioni differenziali

| Z'(t) = A(t)z(t)+ B(¢), (3.4.9)
0 1 0 0
0 0 1 0
A:] - M, ,(R), Alt)= : ;
0 0 0 1
—ay(t) —ay(t) —ay(t) —a, ()
0
0
B:]—R", B)y= + |,
0
b(t)

pertanto ¢ lineare.
Si possono quindi trasportare tutti 1 risultati relativi ai sistemi lineari del primo ordine
alle equazioni lineari di ordine superiore.
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Ogni soluzione di un sistema lineare puo essere prolungata all’intervallo di definizione
dei coefhicienti e del termine noto. Per quanto osservato sopra un fatto analogo vale per le
equazioni lineari di ordine superiore, cioe vale il seguente teorema.

3.4.16 Teorema

Siano J C R intervallo, ag,...,4, 1,6 € CJ,R"), ty €] € (¥gs---»Y,—1) ER”.
Allora il problema di Cauchy

YOy + S a (e = b(2),
=0

y(to) =o>

/ (3.4.10)
Y (t) =15

ha una e una sola soluzione di dominio J.

\. J

Sviluppiamo ora la teoria delle equazioni differenziali lineari di ordine superiore, se-
guendo quanto fatto per 1 sistemi lineari.

Ogni teorema puo essere facilmente dimostrato a partire dall’analogo teorema relativo
ai sistemi, tenendo conto della corrispondenza illustrata sopra.

Definizione di soluzione e di integrale generale di un’equazione differenziale

lineare

Siano J CR intervallo, ay,4y,...,4, € C(J,R”) e v:] > R.
Diciamo che v ¢ soluzione dell’equazione differenziale lineare (3.4.7) quando
v€C”(J,R) esiha, Ve €],

YO+ 3 4 (e9(0) = be).
7=0

Chiamiamo integrale generale dell’equazione (3.4.7) I'insieme delle soluzioni
dell’equazione.

\.

3.4.17 Teorema

Siano J C R intervallo, ag,...,4, b6 € CJ,R"), ty €] € (¥gs---»Y,—1) ER”.
Allora

I) DPintegrale generale dell’equazione lineare omogenea (3.4.8) ¢ un sottospazio vet-
toriale di C”(J,IR) di dimensione 7;

II) DPintegrale generale dell’equazione lineare non omogenea (3.4.7) ¢ un sottospazio
affine di C”(J,R) traslato dell’integrale generale dell’omogenea associata.
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3.4.18 Esempio. Consideriamo I'equazione differenziale lineare del secondo ordine omo-
genea

y”(t)—<1+%>y/(t)+%y(t):O, (3.4.11)

con t €R*.

Possiamo scrivere I’equazione nella forma (y”(t)—;/(t)) —(1/t)<y/(t)—y(t)> =0, per-
tanto, se v: R — R ¢ soluzione dell’equazione, allora la funzione w = v’ —v ¢ soluzione
dell’equazione lineare del primo ordine z’(¢)—(1/¢)z(¢) = 0. Una primitiva del coefficiente
t ——1/t ¢lafunzione ¢t — —logt, quindi, per il teorema 3.3.1, si ha, Yt € RT,

w(t) =cexp(logt)=ct,

con ¢ € R. Quindi una soluzione v dell’equazione del secondo ordine (3.4.11) ¢ soluzione
dell’equazione lineare del primo ordine y(¢)—y(t) =ct. Una primitiva del coefficiente
t — —1 ¢ la funzione t — —t, quindi, per il teorema 3.3.1, si ha, V¢ e RY,

t t
v(t)= etf ecsds+det :cet<[—se_5:|i +J e’ d5>+det =
1 1
=cef[—se™ —e_s]i +de' =—ct—c+ce e +celel +det =
=—c(t+1)+(2ce™" +d)e’,

con d € R. Quindi ogni soluzione ¢ combinazione lineare delle funzioni ¢ — ¢t +1 e
t—e’.

Viceversa, si verifica facilmente che ogni combinazione lineare di tali funzioni ¢ solu-
zione dell’equazione.

Quindi 'integrale generale dell’equazione (3.4.11) ¢

{t—c(t+1)+de'|c,d eR}. <

Definizione di sistema fondamentale di soluzioni

Siano J C R intervallo, ay,ay,...,4,_ € C(J,R") e {v,,,,...,7v,} € C"(],R).
Diciamo che {v,v,,...,v,} ¢ un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione
lineare omogenea (3.4.8) quando {v;,v,,...,v,} € una base dell’integrale generale
dell’equazione.

\ J

Le soluzioni dei sistemi lineari sono funzioni vettoriali, quindi un sistema fondamentale
¢ un insieme di 7 funzioni a valori in R”. Risulta naturale rappresentarle in forma di
matrice: la matrice fondamentale. Nel caso delle equazioni non viene individuata in modo
altrettanto naturale una matrice, quindi non si definisce il concetto di matrice fondamentale.

3.4.19 Esempio. Riprendiamo in esame il sistema (3.4.11). Nell’esempio 3.4.18 abbiamo
provato che I'integrale generale ¢ {t — c(t +1)+de’
C%(R*,IR?) generato dalle funzioni ¢ — t+1 e t — e’. Per il teorema 3.4.17, afferma-
zione I, 'integrale generale € uno spazio vettoriale di dimensione 2, quindi le due funzioni
che lo generano sono linearmente indipendenti e costituiscono un sistema fondamentale di
soluzioni. <

c,d € ]R} , cioe il sottospazio di
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3.4.20 Teorema

Siano ] C ]R inter\./all.o, Agsysensdy y € C(J,R") e {v;,7;,...,v,} un sist.ema
fondamentale di soluzioni dell’equazione lineare omogenea (3.4.8). Una funzione
v:] —> R ¢ soluzione dell’equazione se e solo se 3¢y, c,,...,c, €R tale che, Yt €7,

sitha o(t) =377 up(t).

s

J

Per studiare I'indipendenza lineare di un insieme di soluzioni di un sistema abbiamo
introdotto il determinante wronskiano, cio¢ il determinante di una matrice le cui colonne
sono soluzioni del sistema. Alla soluzione v dell’equazione (3.4.7) corrisponde la soluzio-
ne (v,7/,...,9") del sistema (3.4.9). Quindi, per studiare I'indipendenza lineare delle
soluzioni di un’equazione di ordine superiore, bisogna considerare il determinante di una
matrice le cui colonne contengono le derivate successive di soluzioni dell’equazione. Risulta
quindi naturale la seguente definizione.

Definizione di determinante wronskiano per funzioni scalari

Siano J C R intervallo e v;,9,,...,9, € C"7'(J,R). Chiamiamo determinante
wronskiano delle v;,v,,...,v, lafunzione

W*(v,,vy...,v,): ] >R,

o(t) o) . o)
) o) . o)
W*(v,v,,...,0,)(t) =det : ) :
fain_l)(t) 'Uén_l)(t) e 'U,Sn_l)(t)

3.4.21 Teorema

e
\.

Siano J C R intervallo, ay,4y,...,a4, € C(J,R") e v,v,,...,v, soluzioni del-

’equazione lineare omogenea (3.4.8). Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
D {v,vy...,v,} ¢un sistema fondamentale dell’equazione (3.4.8);

I VseJ, W v,y,...,9,)(s) #0;

) Isej, W v,,,...,9,)(s) #0.

\. J

3.4.22 Esempio. Riprendiamo in esame il sistema (3.4.11). Nell’esempio 3.4.19 abbiamo
visto che un sistema fondamentale di soluzioni é:

{t—rt+1,t—e'},

dove le due funzioni sono definite in R* . Il determinante wronskiano di tali funzioni é:

t
det<t_|1_1 §t>:(t—|—1)et—tet:e”.

Come assicurato dal teorema 3.4.21, tale determinante ¢ diverso da 0 per t e R™. <
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Per studiare il metodo di variazione delle costanti di Lagrange (v. teorema 3.4.14) per le
equazioni di ordine superiore non ¢ opportuno applicare il metodo al sistema di equazioni
corrispondente e trasferire il risultato all’equazione di ordine superiore, ma ¢ piu semplice
procedere direttamente.

Supponiamo che {v,,v,,...,v,} sia un sistema fondamentale di soluzioni dell’equa-

: : : i
zione omogenea (3.4.8). Cerchiamo una funzione v della forma () =377 _ ¢, (t)v,(2),

che sia soluzione dell’equazione non omogenea (3.4.7), dove ¢, ¢,,...,c, € C"(J,R) sono
funzioni da determinare. Si ha

n n
o’ :Z c,;‘vk -I—Z Ck@//e .

: .. 0 S — PR oy
Imponiamo la condizione 77 ¢, v, =0, per cui o' =37} | ¢, v . Risulta quindi

n n
v = Z c,iv,’€ —|—Z ckv,/e/.
k=1 k=1

. et n !/ : " __ n 1 :
Imponiamo la condizione >3} | ¢, v, =0, per cui v" =377 ¢, v, e proseguiamo con le
derivate successive. Si ottiene infine

Si ha
n—1 ) n | n n—1 n )

o450 =3 o4 Sl 4 510, 3 el =

7=0 k=1 7j=0 k=1

n n n

n—1 )
=S¢ oy Ck<v/(€n) +3 v/i;)) =3 C/i”/(en_l),
/=0

k=1 k=1 k=1

k=1

'ultima uguaglianza segue dal fatto che le v, sono soluzione dell’equazione omogenea.

(=) _p |

Quindi v ¢ soluzione dell’equazione non omogenea (3.4.7) see solose >3, ¢/ v,

Pertanto se le funzioni ¢, ¢,,...,c, sono tali che, Yt €], si ha

0,()e} (1) + 0p(E)eh(E) + -+ 9, (E)el(£) =0,
O1(0)ef (1) + wa(0)es(0) -+ o (£)ch (1) = O,

allora v ¢ soluzione dell’equazione non omogenea. Per ogni ¢ € ] abbiamo un sistema
di 7 equazioni lineari nelle 7 incognite ¢j(¢),c;(t),...,c,(t). La matrice dei coeflicienti
del sistema ¢

(t)

W) o) .. D)

n—.l n—.l . n—:l
") D) . o)
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il cui determinante ¢ W*(v,,v,,...,v,)(t) che, per il teorema 3.4.21, ¢ diverso da 0. Per-
tanto il sistema ha una e una sola soluzione. Risolvendo il sistema si determinano le ¢; da
cui si ottengono le funzioni ¢, .

Vale quindi il seguente teorema.

3.4.23 Teorema (metodo della variazione delle costanti di Lagrange)

Siano J C R intervallo, ag,4y,...,4,_,0 € C(J,R") e v,v,,...,v,:] = R
che costituiscono un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione lineare omoge-
nea (3.4.8). Siano ¢;,¢,,...,¢, € C'(J,R) tali che, Yz €], risulta

vy(£)e(t) + v, ()ey(t) + -+, ()c, () =

0
U1(0)c4(2) + B3(0)es(2) + -+ D (E)eh(£) = O

Allora la funzione

2] oR, ()= G0)u)
k=1

¢ soluzione dell’equazione lineare non omogenea (3.4.7).

. v

3.4.24 Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale lineare del secondo ordine non
omogenea

()= (14 @)+ a0 =22, B:4.12)

con t € RT.

L’equazione omogenea associata ¢ 1’equazione (3.4.11). Un sistema fondamentale per
I’equazione omogenea e {t+— t+1,t— e’} (v. esempio 3.4.19).

Applichiamo il metodo della variazione delle costanti di Lagrange 3.4.23 per deter-
minare una soluzione dell’equazione (3.4.12); quindi cerchiamo ¢;,¢c, € C}(R*,R) tali

che
v:RT - R, v(t)=(t + 1), () + e’ o)(t),

¢ soluzione dell’equazione (3.4.12). Si ha, YVt €R,
V(1) = cy(0)+ (0 4+ Def(t) + e ex(t) + e y(2).
Posto (t 4 1)cj(t)+e'c;(r) =0 risulta v'(¢) = ¢,(¢)+ e’ ¢c,(¢), quindi
o (1) = cj(t)+ ¢ eyt) + et ei(1).

Affinché v sia soluzione deve essere

c;(z)+efc2(z)+efc;(t)—<1 + ;>(cl(t)+etcz(t)> + ; (¢4 D)ey (1) + ¢ ox(1)) = 267
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Poiché r+1 e e’ sono soluzioni dell’equazione omogenea, si ha

<—<1 4 ;>+ ; (t+ 1)>c1(t) o,
<et —<1 - ;>et - ; et>c2(t) =0,

quindi deve essere ¢;(t)+e'c)(¢) = t*. Dobbiamo quindi risolvere il sistema
(t +1)ci(2) +e' () =0,
() +etcs(t) =212,

Sottraendo membro a membro si ottiene tcj(¢) = —2¢2, cio¢ c;(t) = —2t; scegliamo
¢;(t)=—t?. Sostituendo nella prima equazione si ottiene —2¢(¢ + 1)+ e'c(¢) =0, quindi
cy(t)=2(t*+t)e™" . Le primitive di questa funzione sono

f 2P+ t)etdt =—=2(t* +1t)e " + f 22t + e dt =

=—2(t>+t)e " =22t + e~ + f 4etdr =
=2t +1t)e " —2Q2t+1)e "t —de ™ +c=—2(t*+3t +3)e " +c,

quindi possiamo scegliere ¢,(t) =—2(t>+3¢+3)e~" .
Pertanto una soluzione dell’equazione (3.4.12) ¢ la funzione

o(t)=—t2(t+1)— 22 +3t +3)e et =—£> —3t2— 6t —6. <

3.5 EQUAZIONI E SISTEMI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI

In questa sezione studiamo equazioni e sistemi lineari in cui i coefficienti sono funzioni
costanti. Questo giustifica il termine “coeflicienti costanti” con cui vengono indicati. Per
motivi che risulteranno chiari nel corso dell’esposizione, per lo studio di questi sistemi ed
equazioni risulta naturale porsi in ambito complesso.

Come ¢ facile verificare, quanto esposto finora relativamente a equazioni e sistemi li-
neari, nella sottosezione 3.3.1 e nella sezione 3.4, vale anche in ambito complesso.

3.5.1 FEQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI A COEFFICIENTI COSTANTI

Consideriamo un’equazione differenziale lineare di ordine 7 in cui i coeflicienti non
dipendono da t; come indicato sopra, consideriamo I’equazione in ambito complesso.
Abbiamo quindi I’equazione

y<”)(t)+nz_ldjy<j)(t) = b(t), (3.5.1)
j=0

dove ag,ay...,a, ,€C, b e C(],C), con J intervallo di R.
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Un’equazione di questo tipo ¢ detta equazione differenziale lineare a coefficienti co-
stanti.

Nel seguito utilizzeremo una notazione particolare. Se p ¢ il polinomio

p(ﬂ) = Z ﬂj/lj
7=0

indichiamo con p(d/dt) la trasformazione da C*(R,C) a C(R,C) tale che

d — du < :
) =230 @ =2

=0

quindi p(d/dt) si ottiene formalmente dal polinomio p sostituendo alla variabile A la
derivata.

Notiamo che dalla linearita della derivata segue immediatamente che p(d/dt) € una
trasformazione lineare.

Con questa notazione ’equazione (3.5.1) si puo scrivere come p(dfdt)u = b, do-
ve p ¢ il polinomio tale che p(A) = A" + Z;:g a; A . Tale polinomio ¢ detto polinomio
caratteristico dell’equazione differenziale (3.5.1).

Poiché i coefficienti hanno dominio R, le equazioni a coeflicienti costanti omogenee
hanno soluzioni definite in R.

Per un’equazione omogenea di ordine 1, y'(¢) = ay(t), dal teorema 3.3.1, che vale
anche in ambito complesso, segue che I'integrale generale ¢ {¢ — ce®* |c € C}.

Cerchiamo soluzioni di un’equazione omogenea di ordine 7

n—1
YU )+ D ap(e) =0, (3.5.2)
7=0

della stessa forma delle soluzioni dell’equazione del primo ordine. Sia quindi A€ C e
v:R—C, v(t)=e™.

Poiché, Yk € N, risulta v*)(¢) = A*e* | v & soluzione dell’equazione (3.5.2) se e solo se
Vit €R siha

n—1
et 4 E dj/Ve’lt =0,
j=0
M \
cioe
n—1 )
An + E ﬂ]A] — O. (3.5.3)
7=
Quindi per trovare le soluzioni dell’equazione differenziale ¢ sufficiente trovare le radici del
polinomio caratteristico, dobbiamo cioe risolvere un’equazione algebrica.

Il polinomio caratteristico p ha grado uguale all’ordine dell’equazione differenziale.
Se p ha n radici distinte, vi sono 7 soluzioni dell’equazione differenziale della forma
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At

t — e’"; vedremo che queste sono linearmente indipendenti, quindi costituiscono un si-

stema fondamentale di soluzioni. Se p ha meno di » radici distinte, allora vi sono radici
multiple.

Supponiamo che 0 sia radice di molteplicita m, cio¢ ay =a; =+~ =a, ; =0c¢
a,, 7 0. In questo caso, se # ¢ una funzione con le derivate di ordine maggiore o uguale

a m nulle, st ha
d 00
— Ju=u"" + uV)=0.
P Ju=n PILE

Pertanto le funzioni ¢ — ¢/, per j =0,1,...,m —1 sono soluzioni dell’equazione (3.5.2).
Per studiare il caso generale ¢ utile il seguente lemma, che ci consentira di trasferire i
risultati ottenuti nel caso della radice O al caso generale.

3.5.1 Lemma

Siano p un polinomio di grado 7, # € C"(R,C) e A, € C. Posto
v:R—C, v(t) = et u(r)
e indicato con ¢ il polinomio tale che g(A) = p(A+ A;), risulta

(p(%)v)(t):ex°t<q<%>u>(t). (3.5.4)

\. J

DimMosTRAZIONE. Anzitutto dimostriamo, per induzione, che, Yk € N, risulta
k A b
o)1) =eht D7 <],>Ao—fu<f>(t). (3.5.5)
=0

Se k =0 l'uguaglianza ¢ ovvia.
Supponiamo che 'uguaglianza (3.5.5) valga per k. Allora

p* () = i,v(k)(t) — i<elot i<k>,1k—fu(f)(t)> —
dt dt =\j/)°
k b b k b i
= /106’1°IZ< .>/10_7u(])(t)+e’1°tz< _>/10_]u(7+1)(t) =
j=0 \ j=0 \J
e (B 1,00y 4 ot SO F ) 41,0
=e’ Z j Ay T u(t) e Z i1 A, T uV () =
j=0 j=1
_e’lot/lk+1u(t)+e’{°ti<<k>+< k >>/{k—f+1u(j)(t)+e/lot%(k+1)(t)_
s =\ i) -
j=1
k+1 o
= et Z </€ j_ 1>/1§+1_] u(t);
j=0

quindi 'uguaglianza vale per £ +1 e, per induzione, vale Yk € N.
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Se p ¢ il monomio A* allora il corrispondente polinomio g ¢
k “ [k k=j yj
o= o) = 2o =3 ()0
7=

quindi 'uguaglianza (3.5.5) si puo scrivere come

d _ d
(255 ) Jor=c(a( 5 ) oo
Quindi 'uguaglianza (3.5.4) vale per p(A) = A*, poiché ogni polinomio & combinazio-

ne lineare di potenze, si ottiene facilmente che essa vale per ogni polinomio. [

Supponiamo ora A, € C radice di molteplicita 7 del polinomio caratteristico p , allora
esiste un polinomio p; tale che p(Ad) = p(A)(A—A))" e pi(4) # 0; pertanto, posto
q(A) = p(A+ Ay) risulta g(A) = p;(A+ A;)A™, quindi O ¢ radice di molteplicita » di g,
percio, per j =0,1,...,m—1 si ha g(d/dt)t’ =0. Allora, per il lemma 3.5.1, posto

v:R—C, v(t) =t/ ™t

(L ormeal o=l oo

Pertanto, se il polinomio caratteristico ha le radici A, , con k=1,2,..., 7, rispettivamente

st ha

con molteplicita m,, allora I'equazione (3.5.2) ha le soluzioni ¢/ et per k=1,2,...,r
e 7=0,1,...,m,_;. Il numero di tali soluzioni ¢ la somma delle molteplicita delle radici,
cio¢ ¢ 7. Pertanto otteniamo 7 soluzioni.

Il seguente teorema assicura la loro lineare indipendenza.

Siano A, A,,..., A, € C diversi tra loro e py, py,...,p, polinomi non identica-

mente nulli. Allora le funzioni t — pk(t)e’lkt , k= 1,2,...,7 sono linearmente
indipendenti.

DimosTrRAZIONE. Dimostriamo il lemma per induzione su 7.
Se r =1 laffermazione ¢ ovvia.
Supponiamo I’affermazione vera per » e siano ¢,¢,,...,c,.; € C tali che, Vi € R,

risulti
r+1

Z Ckpk(t)e’{kt =0.
k=1

Moltiplicando per e+ si ottiene

- A—A
Z Ckpk(t)e( At + 1 2r11(1) =0,
k=1
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da cui, derivando ¢ volte, con ¢ maggiore del grado di p,_,, si ottiene

7 d[
2. W(pk(t)e“k_*’“”) =0. (3.5.6)
k=1

Se p ¢ un polinomio di grado j e A€ C*, allora si ha

%(p(t)e’“)zp/(t)eh —I—/lp(t)e’h =(p/(t)+/1p(t)>e’1t;

il polinomio p’ + Ap ¢ somma di un polinomio di grado j — 1 con un polinomio di
grado 7, quindi ha grado ;. Pertanto la derivata di qualunque ordine del prodotto tra un

polinomio e la funzione ¢ — et

At

, con A#0, ¢ ancora il prodotto di un polinomio per la

funzione t — e”* e il grado del polinomio non cambia, in particolare il polinomio non &
identicamente nullo.
Pertanto I'uguaglianza (3.5.6) puo essere scritta come

> (e =0,
k=1

dove 1 ¢, sono polinomi non identicamente nulli. Quindi, per ipotesi induttiva, si ha
¢, =c¢,=---=c, =0; pertanto anche ¢, ; =0. Percio I'affermazione ¢ vera per » +1.
Per induzione otteniamo il teorema. |

Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema.

3.5.3 Teorema

Siano ay,4y,...,a, | € C. Indichiamo con A;,4,,...,4, €C le radici del polino-
mio caratteristico dell’equazione differenziale (3.5.2), con molteplicita m,, m,,...,m,
rispettivamente. Allora

{t—t/eM |k=1,2,...,7, 7 =0,1,...,m, —1}.

¢ un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione (3.5.2).

. J

3.5.4 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coeflicienti costanti omo-
genea

y'(£)+9'(t)=2y(t) =0. (3.5.7)

Il polinomio caratteristico ¢ A%+ A—2 che ha radici

—1+4/12—1-(—4) —14+3 (-2,
/1: = =
2 2 1.

Per il teorema 3.5.3 un sistema fondamentale di soluzioni dell’equazione (3.5.7) ¢

{t—e? t—e'). <
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3.5.5 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefhcienti costanti omo-
genea

V' (t)+4y'(t)+4y(t)=0. (3.5.8)

Il polinomio caratteristico ¢ A%+ 4A+4 che ha radici

A=—244/22—4=-2.

Pertanto il polinomio ha la radice 2 doppia. Per il teorema 3.5.3 un sistema fondamentale
di soluzioni dell’equazione (3.5.8) ¢

{t e t—te ). <

3.5.6 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefhcienti costanti omo-
genea

y"(£)+y"(£)—y'(£)—y(z) =0. (3.5.9)

Il polinomio caratteristico ¢ A> 4+ A2 — A— 1, che si fattorizza in
A+ DA =)= A+1*(A=1).

Pertanto il polinomio ha le radici —1 doppia e 1 semplice. Per il teorema 3.5.3 un sistema
fondamentale di soluzioni dell’equazione (3.5.8) e

t L resel). <

{t—e ' t—te”

Nel caso in cui I’equazione sia in campo reale, cioe ay,dy,...,4, ; € R, il polinomio
caratteristico puo avere radici non reali, quindi il sistema fondamentale descritto da que-
sto teorema non ¢ a valori reali. Per la teoria generale delle equazioni lineari esiste un
sistema fondamentale reale; questo puo facilmente essere determinato a partire da quello

complesso.

n

Se un polinomio p(A) =377 4, V' ha coefficienti realie Ay=a+i8 € C ¢ unasua

radice, allora anche Ay =a—i[3 ¢ una radice. Infatti, poiché un numero reale coincide con
il suo complesso coniugato, si ha

Inoltre la molteplicitd di A, & la stessa di A,. Infattise A,=a+i8 e dy=a—if3 sono
radici di p, allora esiste un polinomio p, tale che

p(D)=(A—a—iB)(A—a+if)p(X) = ((A=a)' = B)) p(A) = (X =2aA+a’+5%)p,(A).

Pertanto p, ¢ quoziente di due polinomi a coeflicienti reali, quindi ha coefficienti reali.
Se A, ¢ radice di molteplicita maggiore o uguale a 2 di p, allora ¢ radice di p,, quindi
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anche A & radice di p,, pertanto A, ¢ radice di moltepliciti maggiore o uguale a 2 di p.

Ovviamente vale anche il viceversa: se A, ¢ radice di molteplicita maggiore o uguale a 2
di p,alloraanche A, lo ¢. Ripetendo il ragionamento si prova che A, e A, hanno la stessa
molteplicita.

Pertanto, per il teorema 3.5.3,se A, € C\R e radice di molteplicita 7 del polinomio
caratteristico, allora le funzioni ¢ — t/e’! e t — t/e’!, con 7 =0,1,...,m—1, sono
soluzioni dell’equazione differenziale. Se Ay=a+i[, si ha

tlehot =t el tiP)t = tje“t(cos(ﬂt)—l— i sin(ﬁt)),

tletot — pipla=if)t — e (cos(Bt)— i sin(Bt)). (3.5.10)

Combinazioni lineari di soluzioni sono ancora soluzioni, quindi sono soluzione anche le
funzioni

t — t/ e cos(Bt), t— t/ e sin(Bt),

che sono rispettivamente la semisomma e la differenza divisa per 2: delle due soluzio-
ni (3.5.10). Osserviamo che tali funzioni sono linearmente indipendenti, perché gene-
rano uno spazio vettoriale complesso che contiene le funzioni linearmente indipendenti

Aot Aot

t— tleht e t — t/e™! | quindi ha dimensione 2.

Pertanto dal teorema 3.5.3 otteniamo il seguente.

3.5.7 Teorema

Siano ay,ay,...,a, | € R. Indichiamo con A, A,,..., A, le radici reali del polino-
mio caratteristico dell’equazione differenziale (3.5.2), con molteplicita m, m,,...,m,
rispettivamente, € CON Uy, Uy,-.., U, con Im u i>0, le radici appartenentia C\ R,

con molteplicita 7,,7,,...,n, rispettivamente. Allora

{t /et |k=1,2,...,7,]=0,1,...,m, —1}U
U{thjeRe”ktcos(Im,ukt)Ue:1,2,...,5, ]':O,l,...,nk—l}u
U{t'—>tjeRe“ktsin(Imykt)|/e:1,2,...,5, ]':O,l,...,nk—l}

¢ un sistema fondamentale di soluzioni reale dell’equazione (3.5.2).

\. J

3.5.8 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coeflicienti costanti omo-
genea

y"(£)+2y(t)+2y(t) =0. (3.5.11)
Il polinomio caratteristico ¢ A>+24+2, il discriminante diviso 4 ¢ 12 —2=—1, quindi

il polinomio ha le radici complesse —1 £ 7. Per il teorema 3.5.3 un sistema fondamentale
reale di soluzioni dell’equazione (3.5.11) e

{t —e'cost,t — e Fsint}. <
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3.5.9 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefhicienti costanti omo-
genea

y"(£)+y"(t)+y'(t)+y(t) =0. (3.5.12)
Il polinomio caratteristico ¢ A* 4+ A%+ A+ 1, che si fattorizza in
A+ DA+ 1) = A+ D)(A+i)(A—i).

Pertanto il polinomio ha le radici —1, 7 e —i, che sono semplici. Per il teorema 3.5.3 un
sistema fondamentale reale di soluzioni dell’equazione (3.5.12) ¢

{t —e ', t—cost,t —sint}. <

3.5.10 Esempio. Consideriamo ’equazione differenziale lineare omogenea a coefhicienti
costanti

y® (1) +2y"(t)+y(t) =0. (3.5.13)

Il polinomio caratteristico ¢ A*+2A%+ 1, che si fattorizza in
(P +1)7 = A+ (A—i).

Pertanto il polinomio ha le radici complesse doppie 7 e —i . Per il teorema 3.5.3 un sistema
fondamentale reale di soluzioni dell’equazione (3.5.13) ¢

{t — cost,t > tcost,t—sint,t— tsint}. <

Studiamo I’equazione non omogenea (3.5.1), nel caso in cui il termine noto b ¢ pro-
dotto di un polinomio per un esponenziale, anche complesso.

Sia
nw:R—C, u(t):tke’lot,

con k€N e Ay € C; allora #/(t) = ktk~eht + A tke’t . Pertanto se # & il prodot-
to tra un polinomio di grado £ e la funzione ¢t — e®’, allora #’ & il prodotto tra un
polinomio di grado minore o uguale a & e la stessa funzione esponenziale. Derivando ulte-
riormente si ottengono funzioni dello stesso tipo, quindi se p ¢ il polinomio caratteristico
dell’equazione (3.5.2), anche p(d/dt)u e prodotto di un polinomio di grado al piu & per
’esponenziale.

Pertanto, indicato con V, , il sottospazio vettoriale di C**(R,C) tale che
Vie= {t— g(r)e’" | g ¢ un polinomio di grado minore o uguale a & },

p(d/dt) ¢ una trasformazione lineare da V, , in se stesso.
0

Se A, non ¢ radice del polinomio caratteristico, allora dal teorema 3.5.3 segue che 1’u-
nica soluzione dell’equazione differenziale omogenea (3.5.2) appartenente a V) , ¢ quella

identicamente nulla. Pertanto p(d/d t)| y ha nucleo banale, cioe ¢ iniettiva. Poiché V, ,
Aok ’
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ha dimensione uguale allo spazio dei polinomi di grado minore o uguale a &, quindi ha di-

mensione finita, p(d/dt)|v ¢ anche suriettiva. Percio I'equazione (3.5.1) con b€V ,
ok

ha soluzione appartenente a V) .

Consideriamo il caso in cui A, sia radice di molteplicita 7 del polinomio caratteristico.
Esaminiamo anzitutto il caso Ay = 0. Il numero O ¢ radice di molteplicita 7 se e
solose aqy=a,=--=a, ;=0¢a, ;é 0. Pertanto se u € Vj,, cio¢ # ¢ una funzio-

ne polinomiale di grado minore o uguale a &, allora p(d/dt)u =0 se k < m, mentre
pldjdt)n e Vs, , se k>m.

Supponiamo ora che A, € C* sia radice di molteplicita 7 del polinomio caratteristi-
co p . Alloraesiste un polinomio p, taleche p(A) = p,(A)(A—4,)" e p,(4,) # 0; pertanto,
posto q(A) = p(A+ A,) risulta g(A) = p,(A+ A;)A™, quindi, per qualunque funzione u,

q(d/dt)u ¢ combinazione lineare di derivate di ordine almeno 7 di #. Se u € V,; , allora

¢ un polinomio di grado minore o uguale a &, quindi ¢(d/d¢)u ¢ nullo se B < m , mentre,
se k> m , ¢ un polinomio di grado minore o uguale a k—m , percio appartiene a Vi, _,, .
Seve Vb allora, posto

n:R—C, u(t)=eo(t),

sitha u € Vi, pertanto q(dfdt)u =0 se k <m e q(d/dt)n € V,;_,, se k> m. Peril

lemma 3.5.1 risulta y p
(75 or=e(al ) )o>

quindi p(d/dt)v =0 se k <m e p(djdt)v €V, , , se k>m. Percio, se A, ¢ radice
di molteplicita 7 del polinomio caratteristico e k& > m, allora p(d/dt) trastorma V, ,
in V, i_,, . Peril teorema 3.5.3, le soluzioni dell’equazione omogenea appartenentia V), ,
sono gli elementi di V, ., cioe¢ il nucleo di p(d/dt) ristrettoa V) , ¢ V) . ;5 que-
sto spazio ha dimensione 72, quindi p(d/dt)(V) ;) ha dimensione k& +1—m, pertan-
to ¢ tutto lo spazio VAO,k—m- Percio 'equazione (3.5.1) con b € VAO,k—m ha soluzione
appartenente a V) ;.

Osserviamo inoltre che, se v € V) , ¢ tale che o(¢) = Z/; 0% t/ et | allora risulta

p(d/dt)(Z;”:_ol a]-tfe’lot> =0, quindi si ha

(o )=o) e = o) =

] =m
:P<d—t><’“‘mz o 2ot/
]:

Quindi ogni equazione non omogenea con termine notoin V, ;. , haunasoluzione della
forma t"u(t),con u€V, ;_,,.

Abbiamo cosi provato il seguente teorema.
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3.5.11 Teorema

Siano agy,a,,...,4, {€C, u€C e r un polinomio.

Se u non ¢ radice del polinomio caratteristico dell’equazione (3.5.2), allora esiste
un polinomio s di grado minore o uguale a quello di 7 tale che la funzione

u:R—C, u(t)=s(t)e",

¢ soluzione dell’equazione non omogenea
n—1 ;
y<”)(t)+z ajym(t): r(r)ett . (3.5.14)
7=0

Se u ¢éradice di molteplicita 7 del polinomio caratteristico dell’equazione (3.5.2),
allora esiste un polinomio s, di grado minore o uguale a quello di 7, tale che la
funzione

u:R—C, u(t)=t"s(t)et",

¢ soluzione dell’equazione non omogenea (3.5.14).

\. J

3.5.12 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti non
omogenea

V()49 (£)=2y(t) =2te™". (3.5.15)

L’equazione omogenea associata ¢ y”(t)+y'(t)—2y(t) = 0; nell’esempio 3.5.4 abbia-
mo stabilito che il polinomio caratteristico ha le radici semplici —2 e 1, quindi un sistema
fondamentale di soluzioni ¢

{t—e? t—e').

Il termine noto ¢ prodotto di un polinomio di grado 1 per la funzione ¢ — e™*, —1
non ¢ radice del polinomio caratteristico. Quindi, per il teorema 3.5.11, esiste una solu-
zione dell’equazione non omogenea della forma p(¢)e™, con p polinomio di grado 1.
Cerchiamo quindi a,5 € R tali che la funzione

7:R->R, v(t)=(at+b)e™",
¢ soluzione dell’equazione (3.5.15). Si ha
v (t)=aet —(at+b)e "  =(—at +a—b)e ",
v (t)=—ae' —(—at+a—Db)e " =(at—2a+b)e".
Quindi v ¢ soluzione dell’equazione se e solo se

(at —2a+b)e " +(—at+a—b)e ™" —2(at+b)e™" =2te ",
cioe
(—2at —a—2b)e™" =2te™".
Questa uguaglianza ¢ verificata se e solo se i coefficienti dei polinomi nei due membri
dell’uguaglianza sono uguali, quindi 4 e & devono soddisfare il sistema

—2a=2,
—a—2b=0.
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Quindi si ha a = —1 e b = 1/2. Pertanto la funzione ¢t — (—t + 1/2)e™" & soluzione
dell’equazione (3.5.15) e I'integrale generale di tale equazione ¢

1
{t —ce 2 et + <—t + 5>e_t

€1, 6y GR}. <

3.5.13 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti non
omogenea

V() +9'(£)—=2y(t) =2te". (3.5.16)
Lequazione omogenea associata ¢ y”(t)+7y'(¢t)—2y(t) = 0; nell’esempio 3.5.4 abbia-

mo stabilito che il polinomio caratteristico ha le radici semplici —2 e 1, quindi un sistema
fondamentale di soluzioni ¢

{t—e ™ t—e').

Il termine noto € prodotto di un polinomio di grado 1 per la funzione t — e’, 1
¢ radice semplice del polinomio caratteristico. Quindi, per il teorema 3.5.11, esiste una
soluzione dell’equazione non omogenea della forma ¢ p(t)e’, con p polinomio di grado
1. Cerchiamo quindi 4,5 € R tali che la funzione

v:R-R,  o(t)=(at’+bt)e’,
¢ soluzione dell’equazione (3.5.15). Si ha
V'(t)=(2at +b)e' +(at’ + bt)e' = (at’ +(2a+b)t +b))e’,
v"(t)=Qat+2a+b)e' +(at’ +(2a+b)t + b))e' = (at’ +(4a+b)t +2a+2b))e" .
Quindi v & soluzione dell’equazione se e solo se
(at? +(4a+b)t +2a+2b))e’ +(at’ +(2a+b)t + b)e' —2at’ + bt)e' =2te’,

cio¢
(6at +2a+3b)e" =2te'.

Questa uguaglianza ¢ verificata se e solo se i coeflicienti dei polinomi nei due membri
dell’uguaglianza sono uguali, quindi 4 e b devono soddisfare il sistema

6a=2,
2a+3b=0.

Quindi si ha a =1/3 ¢ b =—2/9. Pertanto la funzione t — (£/3—2/9)e’ ¢ soluzione
dell’equazione (3.5.16) e I'integrale generale di tale equazione ¢

1 2
{t'—>cle_2t+czet+<5t—§>et cl,czeR}. <
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3.5.14 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefhicienti costanti non
omogenea

V' (£)+4y (1) +4y(t) =4e7 2. (3.5.17)

L’equazione omogenea associata ¢ y”(t)+4y’(¢)+4y(t) = 0; nell’esempio 3.5.5 abbia-
mo stabilito che il polinomio caratteristico ha la radice doppia —2, quindi un sistema
fondamentale di soluzioni ¢

{t—e ™ tte).

Il termine noto ¢ prodotto di una costante (cioé di un polinomio di grado 0) per
2 —2 ¢ radice doppia del polinomio caratteristico. Quindi, per il
teorema 3.5.11, esiste una soluzione dell’equazione non omogenea della forma at?e=% .
Cerchiamo a4 € R tale che la funzione

la funzione t — e

v:R—R, v(t)=at?e™,

¢ soluzione dell’equazione (3.5.15). Si ha

v'(t)=2ate™ —2at’e " =(—2at*42at)e ",

V" (t) = (—4at +2a)e™ —2(—2at* +2at)e ™ = (4at* —8at +2a)e " .
Quindi v ¢ soluzione dell’equazione se e solo se

(4at? —8at 4+ 2a)e " +4(—2at? + 2at)e™ +4at’e™ =4e7,
cioe
Qae?t =472t

t

che ¢ verificata se e solo 2a =4, cio¢ a = 2. Pertanto la funzione t — 2t%e™2* & soluzione

dell’equazione (3.5.17) e I'integrale generale di tale equazione e
{t—ce™ +oyre™ 42177 |0, € R} <

Nel caso reale, con considerazioni analoghe a quelle fatte per passare dal teorema 3.5.3
al teorema 3.5.7, dal teorema 3.5.11 si ottiene il seguente teorema.

3.5.15 Teorema

Siano ag,dy,...,4, t€ER, ueR, a€R, B€R" e r,7,r, polinomi.
Se u non ¢ radice del polinomio caratteristico dell’equazione (3.5.2), allora esiste
un polinomio s di grado minore o uguale a quello di r tale che la funzione

uw:R—->NR, M(t):S(I)e’Ut,

¢ soluzione dell’equazione non omogenea

n—1
Y0+ 2 a0 (0) = r(e)et. (3.5.18)
7=0
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Se w e radice di molteplicita 7 del polinomio caratteristico dell’equazione (3.5.2),
allora esiste un polinomio s, di grado minore o uguale a quello di 7, tale che la
funzione

u:R—-R, u(t)=1t"s(t)et",

¢ soluzione dell’equazione non omogenea (3.5.18).

Se a+ i non ¢ radice del polinomio caratteristico dell’equazione (3.5.2), allora
esistono due polinomi s; e s, di grado minore o uguale al massimo tra il grado di 7,
e quello di 7, tali che la funzione

u:R—-R, u(t) = (s,(t)cos(Br)+ 5,(¢)sin(Bt))e*

¢ soluzione dell’equazione non omogenea
n—1 )
() + Z ajym(t) = (7,(t)cos(Br)+ ry(t)sin(Bt))e*" . (3.5.19)
=0

Se a+if3 ¢ radice di molteplicitd m del polinomio caratteristico dell’equazio-
ne (3.5.2), allora esistono due polinomi s, e s, di grado minore o uguale al massimo
tra il grado di 7, e quello di 7, tali che la funzione

u:R—-R, u(t) = t"(sy(t)cos(Bt)+ s,(t)sin(Br))e"

¢ soluzione dell’equazione non omogenea (3.5.19).

& 7

3.5.16 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti non
omogenea

y"'(t)+4y'(t)+4y(t) =5cost. (3.5.20)
L’equazione omogenea associata ¢ y”(t)+4y’(¢)+4y(t) = 0; nell’esempio 3.5.5 abbia-

mo stabilito che il polinomio caratteristico ha la radice doppia —2, quindi un sistema
fondamentale di soluzioni ¢

(t et te ).

Il termine noto ¢ prodotto di una costante (cio¢ di un polinomio di grado 0) per
la funzione coseno, i non ¢ radice del polinomio caratteristico. Quindi, per il teore-
ma 3.5.15, esiste una soluzione dell’equazione non omogenea della forma acost + bsint,
con a,b €R.

Cerchiamo quindi 4,5 €R tali che la funzione
v: R >R, v(t)=acost+ bsint,
¢ soluzione dell’equazione (3.5.20). Si ha

v'(t)=—asint + bcost,

v"(t)=—acost—bsint.



268 Capitolo 3. Equazion: differenziali ordinarie

Quindi v ¢ soluzione dell’equazione se e solo se

—acost —bsint +4(—asint + bcost)+4(acost + bsint) =5cost,
cioe
(3a+4b)cost +(3b —4a)sint =5cost .

Questa uguaglianza ¢ verificata se e solo @ e b sono soluzioni del sistema

3a+4b =5,
3b—4a=0.

Dalla seconda equazione si ricava b = (4/3)a, sostituendo nella prima si ha (25/3)a =5,
quindi @ =3/5 e b =4/5. Pertanto la funzione t — (3/5)cost +(4/5)sint ¢ soluzione
dell’equazione (3.5.20) e I'integrale generale di tale equazione ¢

{t'—>c e+ /te_Zt—i—Ecost—l—i sin t
1 2 5 5

cl,czeR}. <

3.5.17 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti non
omogenea

Y () +2y'(t)+2y(t) =e'sint. (3.5.21)

L’equazione omogenea associata ¢ y”(£)+2y'(¢)+2y(t) = 0; nell’esempio 3.5.8 abbiamo

stabilito che il polinomio caratteristico ha le radici complesse —1+ i, quindi un sistema
fondamentale di soluzioni ¢

{t — e cost,t—e sint}.

Il termine noto ¢ prodotto di un esponenziale per la funzione seno, 1+: non ¢ radice del
polinomio caratteristico. Quindi, per il teorema 3.5.15, esiste una soluzione dell’equazione
non omogenea della forma ae’ cost + be'sint, con a,b €R.

Cerchiamo quindi 4,5 € R tali che la funzione
v:R—>R, v(t)=ae’ cost + be’sint,
¢ soluzione dell’equazione (3.5.21). Si ha

v'(t)=ae’ cost —ae'sint +be'sint + be' cost =(a+b)e' cost +(—a+b)esint,
v"(t)=(a+b)e' cost —(a+b)e' sint +(—a+b)e' sint +(—a+b)e’ cost =

=2be' cost —2ae’sint.
Quindi v ¢ soluzione dell’equazione se e solo se
2be’ cost—2ae sint+2((a+b)e cost+(—a+b)e sint)+2(ac’ cost+besint)=e’sint,

cio¢
(4a+4b)e' cost +(—4a+4b)e' sint =e’sint.
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Questa uguaglianza ¢ verificata se e solo @ e b sono soluzioni del sistema

4a+4b =0,
—4a+4b=1.

Sommando membro a membro si ottiene 85 = 1, quindi 4 = 1/8; allora dalla prima
equazione si ottiene 4 = —1/8. Pertanto la funzione t — —(1/8)e’ cost + (1/8)e’sint ¢
soluzione dell’equazione (3.5.21) e 'integrale generale di tale equazione ¢

{t —cefcost et sint—getcost—i—getsint

C1,C2€R}. <4

3.5.18 Esempio. Consideriamo I’equazione differenziale lineare a coefhicienti costanti non
omogenea

yB(£)+2y"(t)+y(t) = 4cost —2sint. (3.5.22)

L’equazione omogenea associata & y*(£)4-2y"(¢)4y(t) = 0; nell’esempio 3.5.10 abbia-

mo stabilito che il polinomio caratteristico ha le radici complesse doppie i e —i, quindi
un sistema fondamentale di soluzioni ¢

{t —cost,t— tcost,t—sint,t— tsint}.

Il termine noto ¢ una combinazione lineare delle funzioni coseno e seno, ¢ ¢ radice
doppia del polinomio caratteristico. Quindi, per il teorema 3.5.15, esiste una soluzione

dell’equazione non omogenea della forma t?(acost + bsint), con a,b €R.
Cerchiamo quindi 4,5 €R tali che la funzione

v: R >R, v(t)=t*(acost + bsint),
¢ soluzione dell’equazione (3.5.22). Si ha

v'(t)=2t(acost + bsint)+ t*(—asint 4+ bcost) =

(bt* +2at)cost + (—at® +2bt)sint,

2bt +2a)cost —(bt? 4 2at)sint +(—2at +2b)sint + (—at* +2bt)cost =

’U//(t)
t

(
(—at®+4bt +2a)cost +(—bt* —4at +2b)sint,
v"(t) = (—2at +4b)cost —(—at*+4bt +24)sint +

+(—2bt —4a)sint + (—bt* —4at +2b)cost =

(—bt* —6at +6b)cost + (at* —6bt —6a)sint,
(—2bt —6a)cost —(—bt* —6at +6b)sint +

+ (2at —6b)sint + (at> —6bt —6a)cost =
= (at® —8bt —12a)cost + (bt +8at —12b)sint .

@(4)(,;)
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Quindi v ¢ soluzione dell’equazione se e solo se

(at>—8bt—12a)cost + (bt* +8at —12b)sint +
+2<(—at2 +4bt +2a)cost +(—bt* —4at +2b)sin t)—l— t*(acost + bsint) =

=4cost —2sint,
cioe
—8acost —8bsint =4cost —2sint .
Questa uguaglianza ¢ verificata se —82 =4 ¢ —8b = —2, cioe a = —1/2 e b = 1/4.
Pertanto la funzione ¢ — —(1/2)t?cost +(1/4)t?sint ¢ soluzione dell’equazione (3.5.22)
e Pintegrale generale di tale equazione ¢

. . 1 r,.
{to—>clcost+cztcost—|—c3smt—|-c4tsmt—§tzcost—l-ztzsmt

C15CpyC35Cy E]R} . <4

3.5.2 SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI A COEFFICIENTI CO-
STANTI

Consideriamo un sistema di equazioni differenziali lineare del primo ordine in cui la
matrice dei coeflicienti non dipende da ¢ ; come indicato sopra, consideriamo il sistema in
ambito complesso. Abbiamo quindi il sistema

y'(t)=Ay(t)+b(t), (3.5.23)
dove A€ ., ,(C) e beC(],C"), con ] CR intervallo.

Un sistema di questo tipo ¢ detto sistema di equazioni differenziali lineare a coefhi-
cienti costanti.
Cerchiamo le soluzioni del sistema omogeneo

Y (t)=Ay(t). (3.5.24)

Come nel caso delle equazioni, cerchiamo soluzioni, non identicamente nulle, in forma
esponenziale, cioe del tipo

v:R—>C", v(t)=e'c,

dove AeC e ce ((C”>*. Poiché v/(¢) = Ae*c, v & soluzione del sistema (3.5.24) se e

solo se, Yz € R, si ha Ae’*c = e**Ac. Questo ¢ verificato se e solo se Ac = Ac, cio¢ A

¢ un autovalore di A e ¢ ¢ un autovettore relativo a A. Pertanto, se A;,4,,...,4, sono

gli autovalori di A e, per k =1,2,...,7, {¢c1,Cpp---5Cp mk} ¢ una base dell’autospazio

relativo a A, allora abbiamo le soluzioni
t'—>e’1’€ck,]-, k=1,2,...,r, 1=12,...,my.

I valori di tali soluzioni per ¢ = 0 sono gli autovettori ¢, ;, quindi sono linearmente

indipendenti, pertanto le soluzioni sono linearmente indipendenti. Il numero totale di
queste soluzioni ¢ la somma delle molteplicita geometriche degli autospazi di A.
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Se ogni autovalore di A ha molteplicita geometrica uguale a quella algebrica, cio¢ se
esiste una base di C” costituita da autovettori delle matrice A, in questo modo ottenia-
mo 7 soluzioni del sistema (3.5.24) linearmente indipendenti, quindi abbiamo un sistema
fondamentale di soluzioni.

Studiando le equazioni differenziali a coefhicienti costanti (v.sottosezione 3.5.1) abbiamo
visto che, oltre alle soluzioni di tipo esponenziale, in alcuni casi vi sono soluzioni che sono
prodotto di un polinomio per un esponenziale. Cerchiamo soluzioni dello stesso tipo per
1 sistemi per cui non esiste una base di autovettori di A. Quindi consideriamo funzioni del
tipo

q
v:R—C", v(t):e’“Ztgcg,
(=0

con g €N e ¢y,€q5..0s c, € Ccr, c, 75 0, e imponiamo che verifichino il sistema (3.5.24).
Siha, YteR,

q q q q—1
()= AN St +e ST e, = w@z e+ 30+ 1)#%“);

pertanto v ¢ soluzione del sistema (3.5.24) se e solo se, Yt €R, si ha

q g1 q
e’“</12 t'c, +Z(€ + 1)t€c€+1> — e Z t'Ac, .
(=0 (=0 =0

—1

Cio0 equivale a

AN}

q
(C+1)tlep =Dt A=Ay,

0 /=0

~
[l

ciog, per il principio di identita dei polinomi,
(A—A)c; =l +1)cpyys per{ =0,1,...,qg—1,
(A— /U)cq =0.

Quindi se v ¢ soluzione, allora A ¢ un autovalore di A e ¢, ¢ un autovettore relativoa A.

Inoltre si ha

c,=(A—Al)c,,

Q:%m—um:%m—ﬂﬂm
1 1
1 1
cq:—(A—/U)cq_l_—'(A—/U)qco,
q q:
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Quindi, per £ =1,2,...,q, risulta

(A= AI1He, = %(A—Az)q—“l(A—M)f co= %(A—/U)qﬂco =0;

pertanto i ¢, sono autovettori generalizzati relativi all’autovalore A e risulta
_ A t_ _ 14
v(t)=e >’ 7 (A=A ¢y, (3.5.25)

dove g ¢tale che (A—AI)7cy#0 e (A—AI)7t'c, =0. Osserviamo che risulta v(0) = ¢, .
Quindi se ¢ € C” ¢ un autovettore generalizzato di A, allora esiste una soluzione del
sistema che vale ¢ in 0. Poiché per ogni matrice A esiste una base di C” costituita da au-
tovettori generalizzati di A, esiste un sistema fondamentale di soluzioni del sistema (3.5.24)
costituito da soluzioni di questo tipo.

Poiché (A— AI)cy# 0, nell’'uguaglianza (3.5.25), deve essere g < m—1,dove m ¢la
molteplicita algebrica dell’autovalore A. Inoltre, se £ > ¢, si ha (A—AI)fc, =0, pertanto
la somma non cambia se si sostituisce a g il numero m —1.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente teorema.

3.5.19 Teorema

Sia A€ .M, ,(C). Indichiamo con Aj,4,,...,4, € C gli autovalori di A, per
k=1,2,...,r siano m, la molteplicita algebrica di A, e {Ck,l’ck,z’---ck,mk} una

base per I'autospazio generalizzato di A relativoa A, . Allora

mk—l tz

> Z(A_/lklyck,j

{t — eﬂkt
(=0

/e:l,Z,...,r,j:1,2,...,mk}

¢ un sistema fondamentale di soluzioni del sistema (3.5.24).

\. J

3.5.20 Osservazione. Questo teorema assicura che il sistema (3.5.24) ha un sistema fon-
damentale di soluzioni costituita da funzioni che sono il prodotto di un polinomio per un
esponenziale. Se ¢ ¢ il valore di unadiesse in 0, allora ¢ ¢ un autovalore generalizzato del-
la matrice A e il grado del polinomio ¢ il piti grande esponente k tale che (A—AI)fc #0,
dove A ¢ I'autovettore corrispondente a ¢ .

In particolare, se ¢ ¢ un autovalore il polinomio ha grado 0.

Per semplificare le soluzioni ¢ utile considerare autovalori generalizzati per cui I’espo-
nente k ¢ il minore possibile. <

3.5.21 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo a
coefficienti costanti y’ = Ay, dove
2 1
()

Mediante il teorema 3.5.19, determiniamo una matrice fondamentale di questo sistema.
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Il polinomio caratteristico di A e

2—4 1

det(A—/lI):det< L2

>:(2_,1)2_1:,12—4/1+3.

Le radici sono

b

A=24 22—3:2:|:1:{3

Gli autovettori relativi all’autovalore 1 sono gli x € R? tali che (A—1I)x =0, cioé

{xl +x,=0,
x;+x,=0.
Entrambe le equazioni sono verificate se e solo se x, = —x; ; quindi [autospazio relativo

all’autovettore 1 ¢ generato dal vettore (1,—1). Pertanto la funzione ¢ — e*(1,—1) ¢
soluzione del sistema.

Gli autovettori relativi all’autovalore 3 sono gli x € R? tali che (A—3I)x =0, cio¢

—x; +x,=0,
x;—x,=0.

Entrambe le equazioni sono verificate se e solo se x, = x,; ; quindi I'autospazio relativo al-

Iautovettore 3 ¢ generato dal vettore (1,1). Pertanto la funzione ¢ — e (1,1) ¢ soluzione
del sistema.

Quindi una matrice fondamentale ¢
et e
0o ,®), #0=( 5 5. “

3.5.22 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo a
coefficienti costanti y’ = Ay, dove
2 —1
A=(7 ).

Mediante il teorema 3.5.19, determiniamo una matrice fondamentale di questo sistema.
Il polinomio caratteristico di A ¢

2—4 —1

det(A—AI):det( L

>:—(2—A)A+1:/12—2/1+1.

Quindi I'unica radice ¢ 1.
Gli autovettori relativi all’autovalore 1 sono gli x € R? tali che (A—1I)x =0, cio¢

x;—x,=0.
Entrambe le equazioni sono verificate se e solo se x, = x;; quindi I"autospazio relativo

all’autovettore 1 ha dimensione 1 ed ¢ generato dal vettore (1,1). Pertanto la funzione
t —e'(1,1) e soluzione del sistema.
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Per determinare un’altra soluzione, linearmente indipendente rispetto a questa, cerchia-
mo un autovettore generalizzato relativo all’autovalore 1, linearmente indipendente da

(1,1). Poiché la matrice ha un solo autovalore, I'autospazio generalizzato ¢ R?, quindi
possiamo scegliere il vettore (1,0). Si ha

a-n(o)=(1 21)(0)=(1)

Pertanto st ha la soluzione
t—tef(1,1)+e'(1,0)=((¢ + 1)e’, te").

Quindi una matrice fondamentale ¢

:C— 1,,(R), <1>(t):<"i (t+1)et>. <

e tet

3.5.23 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo a
coefficienti costanti y’' = Ay, dove

Mediante il teorema 3.5.19, determiniamo una matrice fondamentale di questo sistema.
Il polinomio caratteristico di A ¢

-1 1 =2
det(A—AI)=det[ 1 -2 =2 |=—XC+AN)—2—2-21-2A+3+ A=
1 1 —3-)

=313 A-1=—(1+1).

Quindi I'unica radice ¢ —1.
Gli autovettori relativi all’autovalore —1 sono gli x € R? tali che (A+1)x =0, cio¢

11 =2\ [x 0
11 =2)(x|=(0

Cio ¢ verificato se e solo se x; + x, —2x; = 0, quindi "autospazio relativo all’autovetto-
re —1 ¢ {x €R’|x, +x, —2x; =0} ; tale spazio ha dimensione 2 ed ¢ generato dai vettori
(1,1,1) e (1,—1,0). Pertanto le funzioni ¢t — (e~*,e " ,e™") e t — (e~*,—e™*,0) sono due
soluzioni linearmente indipendenti del sistema.

Per determinare un’altra soluzione, linearmente indipendente rispetto a queste, cerchia-
mo un autovettore generalizzato relativo all’autovalore —1, che non sia un autovettore.
Poiché la matrice ha un solo autovalore, I’autospazio generalizzato ¢ R*, quindi possiamo
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scegliere qualunque vettore che non sia un autovettore, ad esempio (1,0,0). Si ha

1 1 1 =2 1 1
(A—I—I) O)=1(1 1 =2 Ol=1(1
0 1 1 =2 0 1

Pertanto, per il teorema 3.5.19, abbiamo la soluzione
t—te '(1,1,1)+e*(1,0,0)= ((t + e te™, te_t> .

Quindi una matrice fondamentale ¢

et et (t+1)e?
®: C— M;5(R), b(r)=(e" —et te”t : <
-+ 0 te”!

3.5.24 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo a
coefficienti costanti y’ = Ay, dove

—2 1 0
A=(—-1 —1 1
-1 0 0

Mediante il teorema 3.5.19, determiniamo una matrice fondamentale di questo sistema.
Il polinomio caratteristico di A e

—2—A 1 0
det(A—Al)=det| —1 —1—1 1 |=—A2+A)(1+A)—1-1=
—1 0 —A

=3 -3 A-1=—(1+1).

Quindi I'unica radice ¢ —1.
Gli autovettori relativi all’autovalore —1 sono gli x € R? tali che (A+1)x =0, cio¢

—1 1 0 X, 0
—1 0 1/ \x 0

Abbiamo le due equazioni —x; +x, =0 e —x; +x; = 0, cioe x; = x, = x5; quindi
’autospazio relativo all’autovettore —1 ¢& {(x,x,x) |xe ]R} ; tale spazio ha dimensione 1
ed ¢ generato dal vettore (1,1,1). Pertanto la funzione ¢ — (e *,e™*,e™") ¢ soluzione del
sistema.

Poiché A ha solo I'autovalore —1, ’autospazio generalizzato relativo a tale autovalore
¢ R?. Per determinare P'integrale generale del sistema & sufficiente scegliere due vettori di R’
che, insieme a (1,1,1), costituiscano una base e considerare le soluzioni costruite a partire
da tali vettori come indicato nel teorema 3.5.19. Come visto nell’osservazione 3.5.20, la
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soluzione & piti semplice se il vettore scelto appartiene al nucleo di (A—AI* per k minore
possibile. Determiniamo ker(A+1)*. Si ha

—1 1 0\ /-1 10 0 —1 1
A+I¥=(—-1 0 1|{—1 0 1]={0 —1 1
—1 0 1/\—-1 0 1 0 —1 1

Pertanto ker(A+1)? = {x eR’|x, = x3}. Questo ¢ uno spazio vettoriale di dimensio-
ne 2 che ovviamente contiene ker(A+I); un vettore di tale spazio vettoriale che assieme
a (1,1,1) ne costituisca una base ¢ (1,0,0). Si ha

1 —1 1 0\ /1 —1
A+D){0o)=(—-1 0 1](0o)=(—1
0 —1 0 1/\o —1

Pertanto abbiamo la soluzione
te (—1,—1,—1)+¢7(1,0,0) = ((—t + 1)e_t,—te_t,—te_‘>,

Una terza soluzione che, insieme alle due gia trovate, costituisca un integrale generale del
sistema puo essere determinata con la formula (3.5.25) a partire da un vettore che, insieme
a (1,1,1) e (1,0,0), costituisce una base di R*. Scegliamo (0, 1,0). Si ha

0 —1 1 0\ /o 1
A+Df1)=(—1 0 1][1]=(0
0 —1 0 1/\o 0

e sappiamo che (A+17)(1,0,0) = (—1,—1,—1), pertanto abbiamo la soluzione
t?e~ (—1,—1,—1)+e7(1,0,0)+¢*(0,1,0) = ((—t* + t)e ", (—* + 1)e*,—t%e ™).
Quindi una matrice fondamentale ¢

et (—t+ et (—t>+t)e!
$:C— M5(R), B(r)=|e" —te™! (—t2+1)e" |. |
—te™! —t2e™!
Se il sistema ¢ in campo reale, cioe A € ./, ,(R), gli autovalori (in senso complesso)

di A possono non essere tutti reali, in tal caso il sistema fondamentale descritto da questo

teorema non ¢ reale. Per la teoria generale dei sistemi di equazioni lineari esiste un sistema

fondamentale reale, che puo facilmente essere determinato a partire da quello complesso.
Se Ae M, ,(R) e v:R— C” ¢soluzione del sistema (3.5.24), allora anche la funzione

w:R—C", w(t)=wo(t),

¢ soluzione, perché, Yr € R, risulta

w'(t)=v/(t)=Av(t) =Av(t) =Av(t) = Aw(t),
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perché A ha coeflicienti reali. Poiché

Re(0(1)) = % (0()+w(1),  Im(o(r)= 21 (0(t)—w(2)),

1

le funzioni Rev e Imv sono soluzioni reali del sistema. Esse sono linearmente indipen-
denti. Infatti se d;,d, €R sono tali che d,Rev +d,Imv =0, allora risulta

d, d, d,—id d,+id
O=—(v+w —|— V—w)= 2o+ :
% fwtw)+ 2 (o—w)= D a
ma v e w sono linearmente 1nd1pendenti, quindi (d, —id,)/2=(d,+:id,)/2=0, da cui
segue d, =d, =0. Per cui, sostituendo alla coppia di soluzioni linearmente indipendenti v
e w le soluzioni Rev e Imw, abbiamo ancora un sistema fondamentale di soluzioni.

b

Pertanto dal teorema 3.5.19 otteniamo il seguente teorema.

3.5.25 Teorema

Sia Ae M, ,(R). Siano A, A,,..., A, gli autovalori reali di A, con molteplicita
algebrica m,,m,,...,m, rispettivamente, e {4y, iy, .., 4, ,con Im u, >0, gli autova-
lori appartenenti a C\R, con molteplicita algebrica 7,7,,...,n ;per k=1,2,...,7r
sia {C4 15C42>---Cp ) Una base per autospazio generalizzato di A relativo a 4, e

per B = 1,2,...,s sia {dk,l’dk,Z"“dk,nk} una base per 'autospazio generalizzato
di A relativo a y, . Allora, posto, per k=1,2,...,7 e j =1,2,...,m,,
mk—l

vk’j:R—ﬁR, ‘Uk]<t —e’lkt Z (A /1/e Ck,]'

eper k=1,2,...,s e j=1,2,...,m,,
m,—1 P
wk,j:R—ﬂR, wk’j(t):e”ktz é (A /1/e )dk,j’
(=0
{‘vk’j|/e:1,2,...,r,j:1,2,...,mk}U{Rewk,]-|/e:1,2,...,s,]':1,2,...,n,e}U
U{Imwk’jlkzl,Z,...,s,j:l,2,...,nk},

¢ un sistema fondamentale di soluzioni reali del sistema (3.5.24).

. v

3.5.26 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo a

coefficienti costanti y’ = Ay, dove
0 1
()

Mediante il teorema 3.5.19, determiniamo una matrice fondamentale di questo sistema.
Il polinomio caratteristico di A ¢

det(A—/lI):det<i;1 _1/1> = +1.
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Le radici sono 7 e —i, entrambe di molteplicita 1.
Gli autovettori relativi all’autovalore i sono gli x € C? tali che (A—iI)x =0, cio¢

{_ixl +x2 :O,

—x; —1x, =0.

Entrambe le equazioni sono verificate se e solo se x, = ix,; quindi 'autospazio relativo
all’autovettore 7 & generato dal vettore (1,7). Pertanto la funzione ¢ — e'*(1,:) &soluzione
del sistema.

Gli autovettori relativi all’autovalore —i sono gli x € C? tali che (A+:I)x =0, cio¢

ix1+x2:O,

Entrambe le equazioni sono verificate se e solo se x, = —ix,; quindi 'autospazio relativo
all’autovettore —i ¢ generato dal vettore (1,—:). Pertanto la funzione ¢ — e~(1,—1) ¢
soluzione del sistema.

Notiamo che questa seconda soluzione ¢ la coniugata della prima. Infatti, come gia
osservato sopra, se v ¢ soluzione complessa di un sistema a coeflicienti reali, allora anche ©
¢ soluzione.

Quindi una matrice fondamentale in campo complesso ¢

$:C— M,,(C), &(1)= < e’ e it>.

et —je”

Per il teorema 3.5.25 otteniamo una matrice fondamentale reale considerando le parti
reali e 1 coefficienti dell’immaginario degli elementi della matrice fondamentale complessa.
Consideriamo quindi la matrice che ha in prima colonna la parte reale e in seconda colonna
il coefhiciente dell’immaginario della prima colonna della matrice scritta sopra. Otteniamo

N
cost:

<

U R My,(R), \Il(t):< cost Sint>.

—sint cost

3.5.27 Esempio. Consideriamo il sistema di equazioni differenziali lineare omogeneo a
coefficienti costanti y’ = Ay, dove

o 0 1 O
o 0 2 -1
A= 1 =2 0 0
0O -1 0 O

Mediante il teorema 3.5.19, determiniamo una matrice fondamentale di questo sistema.
Il polinomio caratteristico di A ¢

—A 0 1 0
0 —4 2 -1
det(A— AI') = det S

o —1 0 =4
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A 2 —1 0 —1 —1
——Adet{ —2 —A1 0 |+det{1 —2 0 |=
—1 0 —=A 0 —1 —A

= A+ A4+ (1= =12+ 1= +1).

Le radici sono 7 e —i, entrambe di molteplicita 2. Gli autovettori relativi all’autovalore :
sono gli x € C* tali che (A—iI)x =0, cio¢

—1x;+x3=0,
—1xy +2x;—x, =0,
Xy —2x,—1x3 =0

—x, —1x, =0.

Dalla prima equazione si ricava x; = ix,, dall’'ultima x, = —ix, ; sommando alla seconda
equazione I'ultima moltiplicata per —i si ottiene 2x; —2x, =0, cioé x; = x, ; sommando
alla terza equazione la prima moltiplicata per 7 si ottiene 2x; —2x, = 0, cioé x; = x,.
Scelto x; = 1, si ricava quindi x, =1, x; =7 e x, = z. Quindi l"autospazio relativo
all’autovettore i ha dimensione 1 ed e generato dal vettore (1,1,z,1). Pertanto la funzione
t—e'*(1,1,i,1) & soluzione del sistema.

Determiniamo I’autospazio generalizzato corrispondente a 7. Sia x € C*; x ¢ auto-
vettore generalizzato se e solo se (A—il)*x =0, cio¢

— 0 1 o\/— o 1 o0 0 —2 —2i 0
o | O =i 2 1[0 —i 2 1| _[2 —4 —4i 2| _
1 —2 —i o 1 —2 —i o |* =2 4 —4 2%
0 —1 0 —i/\0 —1 0 —i 0 2i -2 0

2xy —4xy,—4ixy + 21x,
—2ix, +4ix, —4x;+ 2x,

La prima e l'ultima riga sono nulle se e solo se x; =ix,. Sotto tale condizione la seconda
e la terza riga sono nulle se e solo se x, = ix,, Pertanto ker((A— il )2) ha dimensio-
ne 2 ed ¢ generato dai vettori (1,0,0,7) e (0,1,,0). Poiché 2 ¢ la molteplicita algebrica
dell’autovettore i, questo ¢ 'autospazio generalizzato.

Un vettore che insieme a (1,1,7,7) formi una base dell’autospazio generalizzato ¢, ad
esempio, il vettore (1,0,0,7). Poiché si ha

1 — 0 1 0\ /1 —i
o 0 —i 2 —1l]o —i
A=l o= 1 5 2 o llolT| 1|

i 0 —1 0 —i/\; 1

la funzione t — e?*(—it +1,—it,t,t +1) & soluzione del sistema.

La matrice dei coeflicienti ¢ reale, quindi una funzione le cui componenti sono i coniu-
gati delle componenti di una soluzione ¢ ancora una soluzione. Percio abbiamo le soluzioni
t— et (1,1,—i,—1) e t — e (it +1,it,t,t —1).
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Quindi una matrice fondamentale in campo complesso ¢

et et (—it+1)e't (it41)e
' ‘ —ite' ite”

<I>:C—>=//l4,4(@), (1) = jeit  —jeit telt re it

jelt et (t—l—i)eit (t—i)te_it

Per il teorema 3.5.25 otteniamo una matrice fondamentale reale considerando le parti
reali e 1 coefficienti dell’immaginario degli elementi della matrice fondamentale complessa.
Quindi una matrice fondamentale reale ¢

cost sint tsint-+cost —tcost-+sint
cost sint tsint —tcost
U:R— R Y(t)= . . . |
%4’4( ) (t) —sint cost tcost tsint

—sint cost tcost—sint tsint-+cost
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— — lineare a coeflicienti costanti, 270
— — non omogeneo, 239

— — omogeneo, 239

— fondamentale di soluzioni, 242, 251
— omogeneo associato, 239

soluzione

— di un problema di Cauchy, 176, 190, 192
— di un sistema di equazioni differenziali

lineare, 240
— di una equazione differenziale, 201
— — lineare, 250
— massimale, 195, 200
somma

— parziale, 139

subadditivita della misura esterna, 14
successione di funzioni, 127

— convergente

— — puntualmente, 128

— — uniformemente, 130

T

teorema

— del cambiamento di variabili, 104, 105

— di Abel, 148

— di additivita

— — dell’integrale, 62

— — della misura, 53

— di Cauchy, 185, 191, 194

— di Cauchy-Hadamard, 150

— di derivazione termine a termine, 141

— di esistenza globale, 187, 191

— — per le equazioni di ordine superiore, 194

— di Fubini, 87, 88

— di integrazione termine a termine, 141

— di linearita dell’integrale, 59

— di monotonia dell’integrale, 58

— di passaggio al limite sotto il segno di
integrale, 138

— di Peano, 178, 191, 193

— di scambio dell’ordine di integrazione, 91

— di Tonelli, 77, 79

— sul passaggio al limite termine a termine,
141

— sulla condizione di Cauchy uniforme, 131,
140

— sulla continuita

— — della funzione limite, 133

— — della somma di una serie, 141

— sulla derivabilita della funzione limite, 134

— sullo scambio dei limiti, 134

termine

— di una serie, 139

— noto, 201, 239, 249

U

unicita della soluzione, 184, 191, 194



